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# ����� �
������� ��� �
�� ���
&�

�


��-
�� �
 �	� �
����� M 0� M 0
i � ��� M 1� 
��-������ �� ���

���& �� �� ��- �����
� 
# �	�

�
 ������ �%����
� 0��	 ΨA = {1, ci, 12c2}� ��� �	�� ����&
����& 
��
 �	� �� 
���� �-��� ��� �� �	�



�<

�
���� �%����
���

∂M 0

∂t
+

∂M 0
k

∂xk
= P0 + S 0, 1<�F�2

∂M 0
i

∂t
+

∂M 0
ik

∂xk
= P0

i + S 0
i , 1<�F�2

1

2

∂M 1

∂t
+

1

2

∂M 1
k

∂xk
=

1

2
P1 +

1

2
S 1. 1<�F�2

����� ����� �
������� ��� ���
&� �
� �
���
��� ��
��& �	� �
  ���
� -

����� �	��� -

�����
�

��
�� �� �	� ��
�� �%����
�� �����	�

P0 = P0
i = P1 = 0. 1<�C2

�

�
��
� ��� ����
� 
# �	� ��-- � ��
�� #

� .%� 1<�<2 &����

S 0 = 0, S 0
i = ρGi,

1

2
S 1 = ρviGi. 1<��2

�� 
�- ����& �	� �
����� #

� 1���@2� �	� �
���� �%����
�� �� 1<�F2 
��� ��

∂ρ

∂t
+

∂(ρvk)

∂xk
= 0, 1<����2

∂(ρvi)

∂t
+

∂(ρvivk + pδik + σik)

∂xk
= ρGi, 1<����2

∂(ρe)

∂t
+

∂(ρevk + pikvi + qk)

∂xk
= ρviGi, 1<����2

�	�� �
� �%���� ��� �
 ����� �
���
����
�  �0� �� �� .%� 1���2P0��	
�� �	� 
������
� �
��
�����
��

ė���� �� �	� ���
&� ��-- � ��
�� �	� ���
�� ��
�� 
� �	�  �#�5	��� ���� 
# .%�� 1<�F�2 ��� 1<�F�2


�-
����� �
�� 6�;�� 
# �
������ ��� ���
&� M�#� .%�� 1����2 ��� 1����2N� 0	��	 �
� �;-
�����

�	

�&	 �	� #
  
0��& ��
������� �
�����

M 0
ik = ρvivk + pδik + σik = Πik,

1

2
M 1

k = ρevk + pikvi + qk = Θk. 1<���2

*� 

��
 �
 � 
�� �	� ������ �� 1<���2� ��
��� ����

 σik� ��� 	���56�; ����

 qk ���� �� �;-
�����

0��	 
��-��� �
 �	� ���� ��
��� ��� {ρ, ρvi, ρe}� !

 �	�� -�
-
��� A
��?� ����
�����
� #�����
� 1<�B2



�D

���� �� ��- 
��� �	�� ��3�� �	� #
  
0��& #

�

f�5 = f�

(
ϑ0 + ϑ0

i ci +
1

2
ϑ1c2

)
. 1<���2

�	� ��3�
0� �
�:������ �� �	� ��
�� �%����
� ���� �� �	
��� �
 �	�� f�5 
�-

����� �	� ����

��
��� ��� �����

(ρ, ρvi, ρe)
�
=

∫ (
1, ci,

1

2
c2
)�

f�5 dc. 1<��<2

�#��
 ��
��&	�#

0�
� ����&
���
� �	� �
�:������ 
��� ϑ0 = 1 ��� ϑ0
i = ϑ1 = 0� �	�
�#

�� �	�

��;0�  ��� ����
�����
� #�����
� M.%� 1����2N �� 
��
��
��

f�5 = f� =
ρ

√
2πθ

3 exp

(
−C2

2θ

)
, 1<��D2

�	�� ����
���� �� �%�� ��
��� ������ G��	 f�5 �	� ��
��� ����

 σik� ��� 	���56�; ����

 qk� ��� ��

�� �� ���� #

� �	��
 �


��-
����& �
���� �%����
�� M.%�� 1���@	2 ��� 1���@�2N�

σik|5 =

∫
C〈iCk〉 f�5 dc = 0, qk|5 =

∫
C2Ck f�5 dc = 0. 1<��@2

!���  �� A
��?� @5�
���� ������ 
������ �
 .� �
?� 	��

������� ������

Dρ

Dt
+ ρ

∂vk
∂xk

= 0, 1<��B�2

ρ
Dvi
Dt

+
∂(ρθ)

∂xi
= ρGi, 1<��B�2

ρ
De

Dt
+

∂ (ρθvk)

∂xk
= ρviGi, 1<��B�2

�	�� ����
���� ���� 6
0� 0��	
�� ����
�� �����-���
� ��� 	��� �
������
�� �	

�&	 "�� �%�� ��
���

�
����� U
�5�
A = {ρ, ρvi, ρe}� *� �	� ��
�� �%����
��� �	� �
�������� 1

 ����
�� 2 ��
������� ��

��"��� ��
D

Dt
=

∂

∂t
+ vk

∂

∂xk
. 1<��F2

����� ������ ���� �!"# $���% �&'�#( "�

�� �	

���& ΨA = {1, ci, 1
2c

2, CiCj ,
1
2C

2Ci}� �	� �


��-
����& �
����� �
� UA = {ρ, ρvi, ρe, σij , qi}�

�� �	
0� �� ���� <����� #

 ΨA = {1, ci, 12 c2} �	� �
���� �%����
�� &��� �
���
����
�  �0�� M�#� .%�

��� ΨA� 
�� ������ �� 1
2
C2 ���
��� �� 1

2
c2 ����� 
�� ������� #��� ��
 ��������
���$ �� ��
����� ������� u�



�@

1<���2N� �	� 
������� � ������ �� ΨA  ��� �
 �� ���� �%����
�� #

 	���56�; ����

 ��� ��
���

����

�
∂σij

∂t
+ vk

∂σij

∂xk
+

∂M0
ijk

∂xk
+

4

5

∂q〈i
∂xj〉

+ 2σk〈i
∂vj〉
∂xk

+ σij
∂vk
∂xk

+ 2ρθ
∂v〈i
∂xj〉

= P0
ij , 1<��C2

∂qi
∂t

+ vk
∂qi
∂xk

+
5

2
ρθ

∂θ

∂xi
− σik

∂θ

∂xk
− θσik

ρ

∂ρ

∂xk
− σik

ρ

∂σkl

∂xl
− 5

2
θ
∂σik

∂xk

+
1

6

∂W2

∂xi
+

1

2

∂M1
ik

∂xk
+M0

ikl

∂vk
∂xl

+
7

5
qi
∂vk
∂xk

+
7

5
qk

∂vi
∂xk

+
2

5
qk

∂vk
∂xi

=
1

2
P1

i . 1<���2

*� �	� ��
�� �%����
�� �	�
� �
� ��3�
0� �
����� {W2,M1
ik,M0

ikl}� - �� �	� -

�����
� ��
���

P0
ij ��� P1

i � !

 ��;0�  �
 ��� �� �	� -

�����
� ��
�� ��� �� �
�-���� ����-������ 
# ����
�7

����
� #�����
� M��B� ���N�

P0
ij = −ρθ

μ
σij , P1

i = −4

3

ρθ

μ
qi. 1<���2

.��� �

�� �
 
����� � � 
��� ������ 
# �%����
��� 0� ���� �
 �;-
��� �	� ��3�
0� �
�����

{W2,M1
ik,M0

ikl} �� � #�����
� 
# ��
��� �� UA = {ρ, ρvi, ρe, σij , qi}� ���� �
 �
 �	� A@ ����� �

�� 
���� ����
�����
� #�����
� �� �� .%� 1<�B2 ��:��� �
 -

���� � � 
��
� #

 �	� �������

f�13 = f�

(
ϑ0 + ϑ0

i ci +
1

2
ϑ1c2 + ϑ0

ijCiCj +
1

2
ϑ1
iC

2Ci

)
. 1<���2

�	� ��3�
0� �
�:������ �� �	� ��
�� �%����
� ���� �� ����
����� ���	 �	��

(ρ, ρvi, ρe, σij , qi)
�
=

∫ (
1, ci,

1

2
c2, CiCj ,

1

2
C2Ci

)�
f�13 dc. 1<���2

�#��
 ��� ����
� 
# �	� �
�:������� �	� �� 
���� ����
�����
� #�����
� 1<���2 ��3�� �	� #
  
0��& #

�

f�13 = f�

[
1 +

(
C2

5ρθ3
− 1

ρθ2

)
Cjqj +

1

2ρθ2
CiCjσij

]
. 1<��<2

G��	 f�13 �	� ��3�
0� �
����� �� .%�� 1<��C2 ��� 1<���2 
��� ��

W2
|�13 =

∫
C4(f�13 − f�) dc = M2 − 15ρθ2 = 0, 1<��D�2

M1
ik|�13 =

∫
C2C〈iCk〉 f�13 dc = 7θσik, 1<��D�2

M0
ikl|�13 =

∫
C〈iCkCl〉 f�13 dc = 0. 1<��D�2



�B

�	��� �	� �� ���� �%����
�� #

 ��
��� ��� 	���56�; �
�

Dσij

Dt
+

4

5

∂q〈i
∂xj〉

+ σij
∂vk
∂xk

+ 2σk〈i
∂vj〉
∂xk

= −2ρθ
∂v〈i
∂xj〉

− ρθ

μ
σij , 1<��@2

Dqi
Dt

+
5

2
σik

∂θ

∂xk
− θσik

ρ

∂ρ

∂xk
− σik

ρ

∂σkl

∂xl
+ θ

∂σik

∂xk

+
7

5
qk

∂vi
∂xk

+
7

5
qi
∂vk
∂xk

+
2

5
qk

∂vk
∂xi

= −5

2
ρθ

∂θ

∂xi
− 2

3

ρθ

μ
qi. 1<��B2

�	� �
  ����
� 
# �
���
����
�  �0� 1<���2 ��� �
���� �%����
�� #

 ��
��� 1<��@2 ��� 	��� 6�;

1<��B2� ����
��� �	� ��
 ���
� 
# �	�
���� ���

��
-�� ��
��� �� U
�13�
A = {ρ, ρvi, ρe, σij , qi}� �	�

���� +,#����
� 
�#�
� �
 �	� �����
 
# �
����� 0	��	 �
� ��� ���� �� ��
��� �� �� �	� �%����
���

����� ������ �+�� �!"# $��+% �&'�#( "�

�	� A�B ������ ���� �	� ��3�
0� �
����� 
# A�< M�#� .%�� 1<��D2N �
 �	�  ��� 
# ��
��� �� U
�26�
A �

��� �
�����
� �	�
���� ������
�� �%����
�� #

 �	
�� �	�
���� ��
��� �� 1�
�����2�

!

 A
��?� �B5�
���� ������ 0� �	

�� ΨA = {1, ci, 1
2c

2, CiCj ,
1
2C

2Ci, CiCjCk, C
2CiCj , C

4}

0	�
� �	� �


��-
����& ��
��� �� �
� U
�26�
A = {ρ, ρvi, ρe, σij , qi,M0

ijk,M1
ij ,M

2}� �	� �
����

�%����
�� #

 M0
ijk� M1

ij � ��� M2 10	��	 �
� �
� �	
0� 	�
�2 �
����� ������
�� �
����� M0
ijkl�

M1
ijk� ��� M2

i �	�� ����� �&���� �� �;-
����� 0��	 
��-��� �
 �	� ��
��� �� �� U
�26�
A �

�	� -

-�
 #

� 
# A
��5��-� ����
�����
� #�����
� M.%� 1<�B2N #

 �B5�
���� ������ ��

f�26 = f�

[
1 +

(
C2

5ρθ3
− 1

ρθ2

)
Cjqj +

1

2ρθ2
CiCjσij +

W2

8ρθ2

(
1− 2C2

3θ
+

C4

15θ2

)

+

(
1

4ρθ3
− C2

28ρθ4

)
CiCj

(
7θσij −M1

ij

)
+

1

6ρθ3
CiCjCkM0

ijk

]
,

�	�� &���� �	� ��3�
0� �
����� ��

M0
ijkl|�26 =

∫
C〈iCjCkCl〉 f�26 dc = 0, 1<��F�2

M1
ijk|�26 =

∫
C2C〈iCjCk〉 f�26 dc = 9θM0

ijk, 1<��F�2

M2
i|�26 =

∫
C4Ci f�26 dc = 28θqi. 1<��F�2



�F

�	� 
� ����� -

�����
� ��
�� �� �	� A�B ������ ��� �� 
������� #

 ��;0�  �
 ��� �� M��BN�

P0
ijk = −3

2

ρθ

μ
M0

ijk, P1
ij = −7

6

ρθ

μ

(
M1

ij − θσij +
4

7

σk〈iσj〉k
ρ

)
,

P2 = −2

3

ρθ

μ

(
W2 +

σijσij

ρ

)
. 1<��C2

�	� � 
��
� &���� �� .%�� 1<��F2 ��� 1<��C2 &���� �	� "�� #

� 
# �
���� �%����
�� #

 M0
ijk�

M1
ij � ��� W2 ��

DM0
ijk

Dt
− 3σ〈ij

(
1

ρ

∂σk〉l
∂xl

+
θ

ρ

∂ρ

∂xk〉
+

∂θ

∂xk〉

)
+

3

7

∂M1
〈ij

∂xk〉

+ 3M0
l〈ij

∂vk〉
∂xl

+M0
ijk

∂vl
∂xl

+
12

5
q〈i

∂vj
∂xk〉

= −3

2

ρθ

μ
M0

ijk, 1<���2

DM1
ij

Dt
− 2M0

ijk

(
1

ρ

∂σkl

∂xl
+

θ

ρ

∂ρ

∂xk

)
+ 7M0

ijk

∂θ

∂xk
− 28

5
q〈i

(
1

ρ

∂σj〉k
∂xk

+
θ

ρ

∂ρ

∂xj〉

)

+
28

5
q〈i

∂θ

∂xj〉
+ 9θ

∂M0
ijk

∂xk
+

56

5
θ
∂q〈i
∂xj〉

+
6

7
M1

〈ij
∂vk〉
∂xk

+
4

5
M1

k〈i
∂vk
∂xj〉

+ 2M1
k〈i

∂vj〉
∂xk

+M1
ij

∂vk
∂xk

+
14

15
W2 ∂v〈i

∂xj〉
+ 14ρθ2

∂v〈i
∂xj〉

= −7

6

ρθ

μ

(
M1

ij − θσij +
4

7

σk〈iσj〉k
ρ

)
, 1<�<�2

���

DW2

Dt
+ 8θ

∂qk
∂xk

− 20θσkl
∂vk
∂xl

+ 4M1
kl

∂vk
∂xl

+ 20qk
∂θ

∂xk
− 8

θqk
ρ

∂ρ

∂xk

− 8
qk
ρ

∂σkl

∂xl
+

7

3
W2 ∂vk

∂xk
= −2

3

ρθ

μ

(
W2 +

σijσij

ρ

)
. 1<�<�2
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�  �0� 1<���2� ��� �
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#
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0��& �	� ����
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��7
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# -�
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���
������ 0	��	 -

���� �
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0���
�

�	�� �;-
��� �
��%�� ��
��� �=���� �� 
�
�"�� &�� 6
0� M��BN� �� �	� 4������ �����
 ���
������

�
��%�� ��
��� �=���� � ��
 �	� 6
0 -����
� �

� ��

�& �� ��� ��- 
����� 
#  �
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�� ����
���
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-
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�-�����
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 ���
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# �	� �
 ������ �%����
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# �
���� �%����
�� �� �
�����
��� �	�
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�� �	�� �


��-
��

�
 6
0� �� �
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�
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 �	� ��;0�  ��� ����
�����
� #�����
� 1����2� �	� A
��?� ���	
� �


��-
��� �
 � @5�
����

������� 0	��	 �� �%���� ��� �
 �	� .� �
 �%����
�� �	
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������ ��������

�	�� �����
� �� ���
��� �
 �
���#

����
� 
# $�< 1��� 8�!2 �%����
�� ���
 � �-���"� ���� 
#

��
�� ����
 �


�������� ����� �� ���
��� �


������� ������� �	� �
���#

��� �%����
�� 0�  �� ����

�
 �������&��� 

��
� ��� �;�� 6
0� ������ �	���� � 0��	 ��
�� �
 �

�� �����
��

�	� �
���#

����
� ���
�� 0��	 0
����& �	� �%����
�� �� ����
 �� �
����
�� ���

���& �� �	�
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-
����-� �
���
����
�  �0� 1D��2 
���

Dρ

Dt
+ ρ div v = 0, 1D��F2

ρ
Dv

Dt
+ gradp+ divσ = ρG, 1D��C2

3

2
ρ
Dθ

Dt
+ div q = −P : gradv, 1D���2

0	�
� v� G� ��� q �
� �� 
����� �
��5#

��� ��� 	���56�; ����

�� 
��-������ �� �	� ��
��� ���

-
����
� ����

� �
� ���
��� 0��	 σ ��� P� !�
�	�
�

�� �
���� �%����
�� #

 ��
��� 1D�B2 ���

	��� 6�; 1D�F2 �
� 
����� �


Dσ

Dt
+

4

5
〈gradq〉 + σ div v + 2 〈σ · gradv〉+ divm = −2ρθ 〈gradv〉 − ρθ

μ
σ, 1D���2

Dq

Dt
+

5

2
σ · grad θ − θ

ρ
σ · grad ρ− 1

ρ
σ · divσ + θ divσ +

7

5
(q · gradv + qdiv v)

+
2

5
q · (gradv)� +

1

6
gradΔ+

1

2
divR +m : gradv = −5

2
ρθ grad θ − Pr

ρθ

μ
q. 1D���2

�	� ��
�� ������ ��&� �
 �
��3��� �
� ������
�� ��� �
���5#
�� -�
� 
# ����

�� �	�� #

 � 
��35�

����

 T� 
����

〈T〉 = 1

2

(
T+T�

)
− 1

3
trT I,

0��	 I �� �	� ���� ���
�;� �	� �
 � #��� R ��� m �


��-
�� �
 �	��
 �
����
-�
�� Rij ��� mijk�

0	��	 �
0 ��3� �	� #
  
0��& #

�

Δ = ��

σ :σ

ρ
+ ��

μ

p

(
θ div q+

5

2
q · grad θ − θ

ρ
q · gradρ+ θσ: gradv

)
, 1D���2

R = ��

〈σ · σ〉
ρ

+ ��

μ

p

(
θ 〈gradq〉+ 〈q grad θ〉 − θ

ρ
〈q grad ρ〉+ 10

7
θ 〈σ · 〈gradv〉〉

)
, 1D��<2

m = �
μ

p

(
θ 〈gradσ〉 − θ

ρ
〈σ grad ρ〉+ 4

5
〈q gradv〉

)
. 1D��D2

*� 

��
 �
 �;-
��� �	� ��
�� �%����
�� �� ��� �


������ ������� �� ��:��� �
 ��"�� �	� ����
7

&���� ��� &
������ 
-�
��

� �� �	� ����
�� �


������ ������� !

 �� ���
��� &�
���
�� &
������

��� ����
&���� 
-�
��

� 
� ��� �
�� ����

�� ��� ����

� �
� -
������� �� �--����; ��

�-���� �


������� �� �� ���
��� &�
���
� �
� 3�
0� �� x = {r, ϕ, z}� 0	��	 �


��-
�� �
 
���� �
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������	� � ��� �;�� ��
����
��� 
��-������ �� �� ����& �	� �
���#

����
� 
� �� M�#� �--����; �N

�
�������� ��� �
������ �� ���� �%����
�� �� �� ���
��� �


������� 
��� ��

Dρ

Dt
+ ρ

∂vr
∂r

+
ρ

r

∂vϕ
∂ϕ

+
ρvr
r

+ ρ
∂vz
∂z

= 0, 1D��@2

���

ρ
Dvr
Dt

+
∂(ρθ)

∂r
+

∂σrr

∂r
+

1

r

∂σrϕ

∂ϕ
+

∂σrz

∂z
+

σrr − σϕϕ

r
= ρGr, 1D��B�2

ρ
Dvϕ
Dt

+
1

r

∂(ρθ)

∂ϕ
+

∂σrϕ

∂r
+

1

r

∂σϕϕ

∂ϕ
+

∂σϕz

∂z
+

2σrϕ

r
= ρGϕ, 1D��B�2

ρ
Dvz
Dt

+
∂(ρθ)

∂z
+

∂σrz

∂r
+

1

r

∂σϕz

∂ϕ
+

∂σzz

∂z
+

σrz

r
= ρGz . 1D��B�2

*� �	� ���� �����
� �	� �� ���� 
# ����
�� ���
&� #
  
0� ��

3

2
ρ
Dθ

Dt
+

∂qr
∂r

+
1

r

∂qϕ
∂ϕ

+
qr
r

+
∂qz
∂z

=− ρθ

(
∂vr
∂r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vr
r

+
∂vz
∂z

)
− σrϕ

r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)

− σrr
∂vr
∂r

− σrz
∂vr
∂z

− σrϕ
∂vϕ
∂r

− σϕϕ

r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)

− σϕz
∂vϕ
∂z

− σrz
∂vz
∂r

− σϕz

r

∂vz
∂ϕ

− σzz
∂vz
∂z

, 1D��F2

0	�
� �  ��
�� 
� �	� 
�&	�5	��� ���� �
� 
� ���� �
 ����
�� �����-���
��

.%����
�� 1D���251D��D2 �� �� ���
��� �


������� ��� �  ��&�	� �;-
����
��� ���� 	����� �
�

-
������� �� �--����; ��

 � /�
������� 0&���1����
���
�� ��
����
� �
 ����
���
����

#���

�	� ��
�� 
#  ����
�����
� �� �
����� 
# �	� �%����
��� �	�� ��3�� �	� ��� ����� �
 ���
� �������� ��

*������ �
�- ��& ���0��� ��
��� �� �
� �����
��� �	

�&	 �	�  ����
���� �%����
��> #

 ���������

����
�� 	�����& �=���� 0	��	  ��3 �	� �� 
���� ��� ���-�
���
� "� �� �
� �
� ��� ���� �� �	�  ����
����

�%����
���

4������  ���
� 0	��	 �
� ����
�����& 
�
�#����
� �=���� �� 
�
 �
�����
�� -

� ��� M�#� ��
�� **N�

��� �� �
�-���� #

� �	�  ����
���� �%����
��� *� � 
0 
�
�"�� 6
0�� ��&�� ���

6
0�� 4������

 ���
� �
� �
������ 
�
�#����
� �=����� *�� ���
� 
# �
� ����
 ��
�� �� �	� �%����
��  ���� �
 �

�
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����
��� �� -
������
� 
# 4������  ���
� ��� �� 3 �=����� 0	��	 
# �
�
�� ������� ����
��� �
7

 ���
�� *� �� �	
0� �� (	�-� �� �	�� �
�� �
� ����
 �=���� ��� �� ����
���� �� ��� ����� �
 ���
��

M��D� ��@N�

�	� 
�#�
���� �%�� ��
��� ����� �� ��"��� �� {ρ0, θ0, v0i }� 0	��	 �� ���� #

 �
�5�������
�� �����
�

���  ����
�����
�� �������
� ��� ������� ��� ���-�
���
� �
� ��"��� �� �	��
 �������
�� #

� �	�


�#�
���� �%�� ��
��� ������

ρ̃ =
ρ− ρ0
ρ0

=
ρ

ρ0
− 1, θ̃ =

θ − θ0
θ0

=
θ

θ0
− 1. 1D��C2

�	� �� �� ��&�� �������� �������
� ��� %���������� �	� ��
�	�
�� �-��� 
# �
����
√
θ0� �� ��- 
���

�� �	� �� 
���� ��� �� �	� �������
� ��� �-���� -
����
�� ����� ��� �;��
�� #

�� �
� ��"��� ��

x̃i =
xi

L , t̃ =
t

t0
=

t

L/
√
θ0

, G̃i =
L
θ0

Gi, 1D���2

0	�
� L �� �� �
���
�
� ���

��
-��  ��&�	 ��� � 
# �	� �
�����
�� 6
0� ��&� �	� 
����� 
# � ��
�� �


�	���� �

�	� 
��� 
# �	� ��
��� �� �� -

-�
 �������
� ��� #

� �
�

ṽi =
vi√
θ0

, σ̃ij =
σij

ρ0θ0
, q̃i =

qi

ρ0
√
θ0

3 , Δ̃ =
Δ

ρ0θ20
, R̃ij =

Rij

ρ0θ20
, m̃ijk =

mijk

ρ0
√
θ0

3 . 1D�<�2

!�
�	�
�

�� μ̃ = μ/μ0−1 �� �	� �������
� ��� ����
���� �������
� 0��	 μ0 = μ(θ0)� *� �	� 
�#�
����

�%�� ��
��� ����� �  �
��%�� ��
��� �
����� �� 1D�<�2 �����	�

*� �	� ������
�  ����
�����
�� 
� � ��
�� �	�� �
�  ����
 �� �������
�� #

� �	� &

��� �%�� ��
���

����� �
� ��� ���� 0��	�� �	� �%����
��� !

 ��������� �� ����& .%� 1D��C2 �	� �%����
� 
# ����� #



���� &���� 
����

p = ρθ = ρ0(1 + ρ̃)θ0(1 + θ̃) = ρ0θ0(1 + ρ̃+ θ̃ + ρ̃θ̃), 1D�<�2

�� 0	��	� 
��
���& ρ̃θ̃  ���� �
 �	�  ����
���� �%����
� 
# ������ ���

���& �� �	� -
����
� �� �����7

��
� ��� #

� #
  
0� p̃ = p/p0 − 1 = ρ̃+ θ̃� 0	�
� p0 = ρ0θ0�

����� �(�!"�( "*!�� �"� �("!��(0!� �&'�#( "� (" �*�"�� �! �!#�.

8�! ��� $�< �%����
�� �� �������
� ��� #

� �
� 
������� �� ���

�����& �	� �������
� ��� %�����7

���� #

� .%�� 1D��C251D�<�2 ���
 �	� �
���� �%����
�� 1D��251D��<2� �#��
 
������& �
� ����
 ��
���
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�	�  ����
���� �� ����  �0� 1D��2 
���

∂ρ̃

∂t̃
+

∂ṽi
∂x̃i

= 0, 1D�<�2

∂ṽi

∂t̃
+

∂ρ̃

∂x̃i
+

∂θ̃

∂x̃i
+

∂σ̃ij

∂x̃j
= G̃i, 1D�<<2

3

2

∂θ̃

∂t̃
+

∂q̃i
∂x̃i

= 0, 1D�<D2

�	�  ����
���� �
���� �%����
�� #

 ��
��� M.%� 1D�B2N ��� 	��� 6�; M.%� 1D�F2N �
�

∂σ̃ij

∂t̃
+

4

5

∂q̃〈i
∂x̃j〉

+
∂m̃ijk

∂x̃k
= −2

∂ṽ〈i
∂x̃j〉

− 1

Kn
σ̃ij , 1D�<@2

∂q̃i

∂t̃
+

∂σ̃ik

∂x̃k
+

1

6

∂Δ̃

∂x̃i
+

1

2

∂R̃ik

∂x̃k
= −5

2

∂θ̃

∂x̃i
− Pr

Kn
q̃i, 1D�<B2

0��	 �	� #
  
0��&  ����
 
�&� �
�����
�

Δ̃ = ��Kn
∂q̃k
∂x̃k

, R̃ij = ��Kn
∂q̃〈i
∂x̃j〉

, m̃ijk = �Kn
∂σ̃〈ij
∂x̃k〉

. 1D�<F2

)�
�� Kn �� �	� 4������ �����
 M�#� .%� 1���2N �� �	� 
�#�
���� ������ ��"��� �� �	� 
���
 
# �	�

���� #
�� -��	 �� �	� 
�#�
���� �%�� ��
��� ����� λ0 = μ0

√
θ0/p0 �
 � �	�
����
�����  ��&�	 L�

Kn =
λ0

L =
μ0

ρ0
√
θ0L

. 1D�<C2

*� �������
� ��� #

�� �	�  ����
 8����
5��
3�� ��� !
�
��
  �0� #

 �	� �
���
����
�  �0� �
�

σ̃
��ij = −2Kn
∂ṽ〈i
∂x̃j〉

, q̃
��i = −5

2

Kn

Pr

∂θ̃

∂x̃i
. 1D�<�2

����� �(�!"�( "*!�� �"� �("!��(0!� �&'�#( "� (" 1.*("��(2�* �! �!#�.

�	� �
�������� �%����
� �� �� ���
��� �


������� M.%� 1D��@2N ��3�� �	� #
  
0��&  ����
 #

��

∂ρ̃

∂t̃
+

∂ṽr
∂r̃

+
1

r̃

∂ṽϕ
∂ϕ

+
ṽr
r̃

+
∂ṽz
∂z̃

= 0, 1D�D�2



<�

0	� � �	�  ����
���� �
������ �%����
�� �
�

∂ṽr

∂t̃
+

∂ρ̃

∂r̃
+

∂θ̃

∂r̃
+

∂σ̃rr

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃rϕ

∂ϕ̃
+

∂σ̃rz

∂z̃
+

σ̃rr − σ̃ϕϕ

r̃
= G̃r, 1D�D�2

∂ṽϕ

∂t̃
+

1

r̃

∂ρ̃

∂ϕ̃
+

1

r̃

∂θ̃

∂ϕ̃
+

∂σ̃rϕ

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃ϕϕ

∂ϕ̃
+

∂σ̃ϕz

∂z̃
+

2σ̃rϕ

r̃
= G̃ϕ, 1D�D�2

∂ṽz

∂t̃
+

∂ρ̃

∂z̃
+

∂θ̃

∂z̃
+

∂σ̃rz

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃ϕz

∂ϕ̃
+

∂σ̃zz

∂z̃
+

σ̃rz

r̃
= G̃z. 1D�D<2

*� �	� ���
&� �� ���� M.%� 1D��F2N �  ����
�� 	�����& ��
�� �����	 ��� �
  ����
�����
�� �	��� ��

 ����
 #

� �� 
����

3

2

∂θ̃

∂t̃
+

∂q̃r
∂r̃

+
1

r̃

∂q̃ϕ
∂ϕ̃

+
q̃r
r̃

+
∂q̃z
∂z̃

= −
(
∂ṽr
∂r̃

+
1

r̃

∂ṽϕ
∂ϕ̃

+
ṽr
r̃

+
∂ṽz
∂z̃

)
. 1D�DD2

������
��  �� �	�  ����
���� �
���� �%����
�� #

 �	� ��
��� ����

� 0	��	 �� �	��
 #�  � �
� ����


#

� �
� -
������� �� .%�� 1���251��F2 �� �--����; �� ��3� �	� #
  
0��& #

��

∂σ̃rr

∂t̃
+

8

15

∂q̃r
∂r̃

− 4

15

q̃r
r̃

− 4

15

1

r̃

∂q̃ϕ
∂ϕ̃

− 4

15

∂q̃z
∂z̃

+
∂m̃rrr

∂r̃
+

1

r̃

∂m̃rrϕ

∂ϕ̃

+
∂m̃rrz

∂z̃
+

m̃rrr − 2m̃rϕϕ

r̃
= −4

3

∂ṽr
∂r̃

+
2

3

1

r̃

∂ṽϕ
∂ϕ̃

+
2

3

ṽr
r̃

+
2

3

∂ṽz
∂z̃

− 1

Kn
σ̃rr, 1D�D@2

∂σ̃rϕ

∂t̃
+

2

5

1

r̃

∂q̃r
∂ϕ̃

− 2

5

q̃ϕ
r̃

+
2

5

∂q̃ϕ
∂r̃

+
∂m̃rrϕ

∂r̃
+

1

r̃

∂m̃rϕϕ

∂ϕ̃
+

∂m̃rϕz

∂z̃

+
2m̃rrϕ − m̃ϕϕϕ

r̃
= −1

r̃

∂ṽr
∂ϕ̃

+
ṽϕ
r̃

− ∂ṽϕ
∂r̃

− 1

Kn
σ̃rϕ, 1D�DB2

∂σ̃rz

∂t̃
+

4

5

∂q̃r
∂z̃

+
∂m̃rrz

∂r̃
+

1

r̃

∂m̃rϕz

∂ϕ̃
+

∂m̃rzz

∂z̃
+

m̃rrz − m̃ϕϕz

r̃
= −2

∂ṽr
∂z̃

− 1

Kn
σ̃rz, 1D�DF2

∂σ̃ϕϕ

∂t̃
+

4

5

q̃r
r̃

− 4

15

∂q̃r
∂r̃

− 4

15

q̃r
r̃

+
4

5

1

r̃

∂q̃ϕ
∂ϕ̃

− 4

15

1

r̃

∂q̃ϕ
∂ϕ̃

− 4

15

∂q̃z
∂z̃

+
∂m̃rϕϕ

∂r̃
+

1

r̃

∂m̃ϕϕϕ

∂ϕ̃

+
∂m̃ϕϕz

∂z̃
+ 3

m̃rϕϕ

r̃
= −4

3

1

r̃

∂ṽϕ
∂ϕ̃

− 4

3

ṽr
r̃

+
2

3

∂ṽr
∂r̃

+
2

3

∂ṽz
∂z̃

− 1

Kn
σ̃ϕϕ, 1D�DC2

∂σ̃ϕz

∂t̃
+

2

5

1

r̃

∂q̃z
∂ϕ̃

+
2

5

∂q̃ϕ
∂z̃

+
∂m̃rϕz

∂r̃
+

1

r̃

∂m̃ϕϕz

∂ϕ̃
+

∂m̃ϕzz

∂z̃
+2

m̃rϕz

r̃
= −∂ṽϕ

∂z̃
− 1

r̃

∂ṽz
∂ϕ̃

− 1

Kn
σ̃ϕz, 1D�D�2



D�

∂σ̃zz

∂t̃
− 4

15

∂q̃r
∂r̃

− 4

15

q̃r
r̃

− 4

15

1

r̃

∂q̃ϕ
∂ϕ̃

+
8

15

∂q̃z
∂z̃

+
∂m̃rzz

∂r̃
+

1

r

∂m̃ϕzz

∂ϕ̃

+
∂m̃zzz

∂z̃
+

m̃rzz

r̃
= −4

3

∂ṽz
∂z̃

+
2

3

∂ṽr
∂r̃

+
2

3

1

r̃

∂ṽϕ
∂ϕ̃

+
2

3

ṽr
r̃

− 1

Kn
σ̃zz . 1D�@�2

�	� ��
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� �	� 
�&	�5	��� ���� 
# .%�� 1D�D@251D�@�2 �
� 
# �	� 

��
 
# � ������ 	��

��������

O(Kn)� 0	��	 
� ��� ��
��� �
�-
����� �
 �� 
���� &
�������� ����� �	� 8����
5��
3��  �0�

�	� #�  �
���� �%����
�� #

 �	� �
�-
����� 
# 	���56�; ����

 �� �� ���
��� �


������� �
�

-
������� �� .%�� 1���251����2 �� �--����; �� �	��� �%����
�� ��  ����
 #

� �
�

∂q̃r

∂t̃
+

∂σ̃rr

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃rϕ

∂ϕ̃
+

∂σ̃rz

∂z̃
+

σ̃rr − σ̃ϕϕ

r̃
+

1

6

∂Δ̃

∂r̃
+

1

2

∂R̃rr

∂r̃

+
1

2

1

r̃

∂R̃rϕ

∂ϕ̃
+

1

2

∂R̃rz

∂z̃
+

1

2

R̃rr − R̃ϕϕ

r̃
= −5

2

∂θ̃

∂r̃
− Pr

Kn
q̃r, 1D�@�2

∂q̃ϕ

∂t̃
+

∂σ̃rϕ

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃ϕϕ

∂ϕ̃
+

∂σ̃ϕz

∂z̃
+ 2

σ̃rϕ

r̃
+

1

6

1

r̃

∂Δ̃

∂ϕ̃

+
1

2

∂R̃rϕ

∂r̃
+

1

2

1

r̃

∂R̃ϕϕ

∂ϕ̃
+

1

2

∂R̃ϕz

∂z̃
+

R̃rϕ

r̃
= −5

2

1

r̃

∂θ̃

∂ϕ̃
− Pr

Kn
q̃ϕ, 1D�@�2

∂q̃z

∂t̃
+

∂σ̃rz

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃ϕz

∂ϕ̃
+

∂σ̃zz

∂z̃
+

σ̃rz

r̃
+

1

6

∂Δ̃

∂z̃
+

1

2

∂R̃rz

∂r̃

+
1

2

1

r̃

∂R̃ϕz

∂ϕ̃
+

1

2

∂R̃zz

∂z̃
+

1

2

R̃rz

r̃
= −5

2

∂θ̃

∂z̃
− Pr

Kn
q̃z . 1D�@<2
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O(Kn)� 0	��	 
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����� �
 ���-�
���
� &
�������� ����� �	� !
�
��
  �0�

$�&� �
���� � 
��
� �� �� ���
��� &�
���
� �� #�  � �
� ����
 #

� �
� &���� �� .%�� 1���<25

1��<�2� 0	��	 ��  ����
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� 
����� �


Δ̃ = ��Kn

(
∂q̃r
∂r̃

+
q̃r
r̃

+
1

r̃

∂q̃ϕ
∂ϕ̃

+
∂q̃z
∂z̃

)
, 1D�@D2
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R̃rr =
��

3
Kn

(
2
∂q̃r
∂r̃

− q̃r
r̃

− 1

r̃

∂q̃ϕ
∂ϕ̃

− ∂q̃z
∂z̃

)
, 1D�@@2

R̃rϕ =
��

2
Kn

(
1

r̃

∂q̃r
∂ϕ̃

− q̃ϕ
r̃

+
∂q̃ϕ
∂r̃

)
, 1D�@B2

R̃rz = ��Kn
∂q̃r
∂z̃

, 1D�@F2

R̃ϕϕ =
��

3
Kn

(
2
1

r̃

∂q̃ϕ
∂ϕ̃

+ 2
q̃r
r̃

− ∂q̃r
∂r̃

− ∂q̃z
∂z̃

)
, 1D�@C2

R̃ϕz =
��

2
Kn

(
∂q̃ϕ
∂z̃

+
1

r̃

∂q̃z
∂ϕ̃

)
, 1D�@�2

R̃zz =
��

3
Kn

(
2
∂q̃z
∂z̃

− ∂q̃r
∂r̃

− 1

r̃

∂q̃ϕ
∂ϕ̃

− q̃r
r̃

)
, 1D�B�2

m̃rrr = �Kn

[
3

5

∂σ̃rr

∂r̃
− 2

5

(
1

r̃

∂σ̃rϕ

∂ϕ̃
+

σ̃rr − σ̃ϕϕ

r̃
+

∂σ̃rz

∂z̃

)]
, 1D�B�2

m̃rrϕ =
�

3
Kn

[
8

5

∂σ̃rϕ

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃rr

∂ϕ̃
− 14

5

σ̃rϕ

r̃
− 2

5

(
1

r̃

∂σ̃ϕϕ

∂ϕ̃
+

∂σ̃ϕz

∂z̃

)]
, 1D�B�2

m̃rrz =
�

3
Kn

[
8

5

∂σ̃rz

∂r̃
+

∂σ̃rr

∂z̃
− 2

5

(
1

r̃

∂σ̃ϕz

∂ϕ̃
+

σ̃rz

r̃
+

∂σ̃zz

∂z̃

)]
, 1D�B<2

m̃rϕϕ =
�

3
Kn

[
∂σ̃ϕϕ

∂r̃
+

8

5

(
1

r̃

∂σ̃rϕ

∂ϕ̃
+

σ̃rr − σ̃ϕϕ

r̃

)
− 2

5

(
∂σ̃rr

∂r̃
+

∂σ̃rz

∂z̃

)]
, 1D�BD2

m̃rϕz =
�

3
Kn

[
∂σ̃ϕz

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃rz

∂ϕ̃
− σ̃ϕz

r̃
+

∂σ̃rϕ

∂z̃

]
, 1D�B@2

m̃rzz =
�

3
Kn

[
∂σ̃zz

∂r̃
+

8

5

∂σ̃rz

∂z̃
− 2

5

(
∂σ̃rr

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃rϕ

∂ϕ̃
+

σ̃rr − σ̃ϕϕ

r̃

)]
, 1D�BB2

m̃ϕϕϕ =
�

5
Kn

[
3
1

r̃

∂σ̃ϕϕ

∂ϕ̃
+ 6

σ̃rϕ

r̃
− 2

(
∂σ̃rϕ

∂r̃
+

∂σ̃ϕz

∂z̃

)]
, 1D�BF2

m̃ϕϕz =
�

3
Kn

[
8

5

1

r̃

∂σ̃ϕz

∂ϕ̃
+ 2

σ̃rz

r̃
+

∂σ̃ϕϕ

∂z̃
− 2

5

(
∂σ̃rz

∂r̃
+

σ̃rz

r̃
+

∂σ̃zz

∂z̃

)]
, 1D�BC2

m̃ϕzz =
�

3
Kn

[
1

r̃

∂σ̃zz

∂ϕ̃
+ 2

(
1

r̃

∂σ̃ϕz

∂ϕ̃
+

σ̃rz

r̃

)
− 2

5

(
∂σ̃rϕ

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃ϕϕ

∂ϕ̃
+ 2

σ̃rϕ

r̃
+

∂σ̃ϕz

∂z̃

)]
, 1D�B�2

m̃zzz =
�

5
Kn

[
3
∂σ̃zz

∂z̃
− 2

(
∂σ̃rz

∂r̃
+

1

r̃

∂σ̃ϕz

∂ϕ̃
+

σ̃rz

r̃

)]
. 1D�F�2
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����
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*� �-��� �
 
�6����
� �	� ���&����� �� 
���� 
������ ���	��&��� 0	� � �	� ��&� 
# �

�� ��7

 
���� �	��&��� !

 �	
�� -�
��� �� 0	��	 6� �
 	�� �	� 0�  cWk nk � 0 ��� �	��
 -	��� �������

�� fg(c
W
k nk, c

W
i − cWk nkni, xi, t)� )����� #

 � ������  � 
�6����� -�
��� �� cWk nk � 0 ��� fR =

fg(−cWk nk, c
W
i − cWk nkni, xi, t)�

*� -�
#��� � ��=����� &��5��
#��� ����
����
� 1�	�
�� �����
�2� �	� -�
��� ��  ���� �	� 0�  �� �
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��;0�  ��� ����
�����
� 0	��	 �� ����� 
� ���-�
���
� ��� �� 
���� �� �	� 0�  � �	�� 
�����

fW =
ρW

√
2πθW

3 exp

(
− c2W
2θW

)
0��	 c2W = cWk cWk . 1@�<2

����� �
�	 �-��� �
 
�6����
� ��� �	�
�� �����
� �
� �

 ���- � �
 ����
��� �	� 
�� ����� &��5

��
#��� ����
����
�� ��;0�  �
������ �	�� �� ����� 
# ���

�����& �	� ���
��
����
� �
�:�����

χ� ���	 �	��

f̄ =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

χfW + (1− χ)fR = χfW + (1− χ)fg(−cWk nk, c
W
i − cWk nkni, xi, t), cWk nk � 0

fg(c
W
k nk, c

W
i − cWk nkni, xi, t). cWk nk � 0,

1@�D2

)�
�� f̄ �� �	� �� 
���� ����
�����
� #�����
� 
# �	� &�� �� �� ��"�������� ���&	�

	

� 
# �	� 0�  �

�	� ���
��
����
� #���

 χ� ����
���� �	� 0�  �	�
����
������ ��� ���� �� &���� 

 �����
���

*� ��;0�  ?� ��=�����5
�6������ �
����
� �
�����
� M.%� 1@�D2N χ = 0 ��� χ = 1 ����
��� #�  �


�6������ 1��

�	2 ��� #�  � ��=����� 1

�&	2 ��
#����� 
��-������ �� G�  � 0��	 χ = 0� �
� � �


3�
0� �� ��������� 0�  �� .%����
� 1@�D2 �	
0� �	�� � ����
�������� �� �� 
���� ����
�����
� #�����
�

�;���� 
� �	� 0�  � 0	��	  ���� �
 �
��%�� ��
��� �=���� 
� �	� 0�  � ��&� ����
�������� 
# �
�����

��� #

����
� 
# 4������ �
����
�  ���
��

*� �-��� �
 
�6����
� 
# -�
��� �� 
� �	� 0�  �	� �

�� �� 
���� 
# -�
��� �� �� ����
���� *�

�	�
�� �����
� ρW ���� �� 
������� ���	 �	�� -�
��� �� ������ ���
� �
�� �
� 
���
 
� �	� 0�  �

�	�� �
�����
� ��- ��� �	�� ��� �

�� �
������� ρvknk� #

 �  -�
��� �� �
  ����& 
� �	� 0�  ��

��

� ����� ∫
cWk nk f̄ dc = 0 



∫
cWk nk≥0

cWk nk f̄ dc+

∫
cWk nk≤0

cWk nk f̄ dc = 0. 1@�@2

�����������& .%� 1@�D2 ���
 1@�@2 &����

∫
cWk nk≥0

cWk nk

[
χfW + (1− χ) fg

(
−cWk nk

)]
dc+

∫
cWk nk≤0

cWk nk fg
(
cWk nk

)
dc = 0, 1@�B2

�%�
� 
��
 �� 
�� ���� ���
 ������ �� 
�� &��������� ���
���

��� �
��
��� �� ���� 
�� ���
���� ������
� c ���
���
�� 
�� ���
���� ������
� C�
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χ

∫
cWk nk≥0

cWk nk fW dc+

∫
cWk nk≥0

cWk nk fg
(
−cWk nk

)
dc− χ

∫
cWk nk≥0

cWk nk fg
(
−cWk nk

)
dc =

−
∫

cWk nk≤0

cWk nk fg
(
cWk nk

)
dc.

�	� ����
 ���� ��
�� ����� � ��� 0� &��

∫
cWk nk≥0

cWk nk fW dc =−
∫

cWk nk≤0

cWk nk fg
(
cWk nk

)
dc. 1@�F2

����� �	� �

�� �� 
���� �����	��� 0� 	���

0 =

∫
cWk nk fg

(
cWk nk

)
dc =

∫
cWk nk≤0

cWk nk fg
(
cWk nk

)
dc+

∫
cWk nk≥0

cWk nk fg
(
cWk nk

)
dc, 1@�C2

�	�� .%� 1@�F2 
���� ∫
cWk nk≥0

cWk nk fW dc =

∫
cWk nk≥0

cWk nk fg
(
cWk nk

)
dc. 1@��2

)�
�� �� �	� ����&
� � 
��
 fg 0� 
�- ��� cWk 0��	 CW
k + Vk� 0	�
� CW

k �� �	� -��� ��
 �� 
���� 
#

-�
��� ���� �	�� ∫
cW
k

nk≥0

cWk nk fW dc =

∫
cW
k

nk≥0

(
CW

k + Vk

)
nk fg

(
cWk nk

)
dc. 1@���2

����� Vknk = 0 �	�� ∫
cWk nk≥0

cWk nk fW dc =

∫
CW

k nk≥0

CW
k nk fg dc. 1@���2

$�	 #�
( ��

���� ��
�����
� �
 ��
���� #���

�� ��-����� �� !�&� @�� �� 0� �
�����
 � �
������ �
 ��� 
# &�� ��L����� �
 �	� 0�  0	�
� ��� �
 ���

��� ��
#��� �
� ΔV = Δx1Δx2Δx3 ��� ΔS� 
��-������ �� G� ����&
��� �	� �
���� �%����
� 1<�D2

�%�
� 
��
 
�� ������ ��������
 �� ���
���� ������
��� �� ��
� �������� ��� ���
 ������ ��� ��
��� CW
k nk = Cknk�

�������� 
�  ��� 
�� ��������
� ��� 
� �������	� 
��
 ��� ����
��
���� ��� ������� �� 
�� ���
 ������ 
�� �
��������

'W " �� ��������
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��
 ΔV ��� �-- � �	� ����
&���� �	�

�� �
 &��

∂

∂t

∫
ΔV

UA dV +

∮
ΔS

FAknk dS =

∫
ΔV

PA dV +

∫
ΔV

SA dV, 1@���2

0	�
� UA ��� FAk �
� ���

��
-�� ��
��� �� 1�
�����2 ��� �	��
 �


��-
����& 6�;��� 
��-������ ��

*# � �	��  ���
 
# &�� �� ������� Δx2 → 0� �	�� ΔV → 0� ��� �	� �
 ��� ����&
� � �� .%� 1@���2

�����	� !�
�	�
�

�� 0	�� Δx2 → 0� �	
�� -�
��� �� 1��� �	��
 �


��-
����& 6�;��2 -�����&

�	

�&	  
0�
� �--�
� #

�� ��� ���3 ��
#���� 
# �	� �
��

 �
 ��� ��� �� ��& ������ ��� �	�

��
#��� ����&
� �� .%� 1@���2 
������ �


∮
ΔA

(
F̄Ak − F g

Ak

)
nk dA = 0 



∮
ΔA

F g
Aknk dA =

∮
ΔA

F̄Aknk dA, 1@��<2

0	�
� ΔA = Δx1Δx3 �� �	� ��
#��� 0	��	 �  
0� �

�� 6�;�� ���
 ΔV � �	� 6�;�� F g
Ak ��� F̄Ak

�


��-
�� �
 6�;�� �� �	� &�� ��� 6�;�� 
� �	� 0�  � 
��-������ �� ��� (F̄Ak − F g
Ak)nk �� �	� ���

�

�� 6�;� .%����
� 1@��<2 	
 �� #

 �  ΔA� �	��

(
F̄Ak − F g

Ak

)
nk = 0. 1@��D2

'� ���
��� 
# .%� 1<�@2 �	� �

�� 6�;�� �� 1@��D2 �� �	� �
�����
�� 
��� #
��� �
�

F g
Ak =

∫
ΨAc

W
k fg dc ��� F̄Ak =

∫
ΨAc

W
k f̄ dc, 1@��@2

0	�
� ΨA �
� -
 ��
��� � 
# -�
��� ��? �� 
����� cWi � !

  ���
 ��������
�� �� �� ���#� �
 ���

ΨA

(
cWk nk

)
������� 
# ΨA�

����������
� 
# 6�;�� #

� .%� 1@��@2 ���
 .%� 1@��D2 ��� ���
�-
���& �	� ����&
� #

 ���
���&

�� 
��&
��& -�
��� �� ��� ��

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk

(
f̄ − fg

)
dc+

∫
cWk nk≤0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk

(
f̄ − fg

)
dc = 0. 1@��B2

�	�� ����&
� �%����
� 
� ���� &�� ��� 0�  ����
�����
� #�����
��� ��� �	��
 �
������ ����� 
�
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.%� 1@�D2 �	� ���
�� ����&
� �� �	� ��
�� �%����
� �� ��

 ��� �	� "
�� ����&
� 
������ �


∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk

[
χ fW + (1− χ) fg

(
−cWk nk

)
− fg

(
cWk nk

)]
dc = 0. 1@��F2

!�
�	�
 ����-� ���
� &����

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk

[
χ
(
fW − fg

(
cWk nk

))
+ (1− χ)

(
fg
(
−cWk nk

)
− fg

(
cWk nk

))]
dc = 0.

1@��C2

�	� 	� #5�-��� ����&
� 
��
 fg ��� �� 0
����� ��

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fg

(
cWk nk

)
dc =

∫
ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fg

(
cWk nk

)
dc

−
∫

cW
k

nk≤0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fg

(
cWk nk

)
dc

=

∫
ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fg

(
cWk nk

)
dc

+

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
−cWk nk

)
cWk nk fg

(
−cWk nk

)
dc. 1@���2

$�- ������� 
# �	� 	� #5�-��� ����&
� � 
��
 fg #

� .%� 1@���2 ���
 1@��C2� �#��
 �
�� 
��

��&������

&����

(1− χ)

∫
ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fgdc = χ

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk

[
fW − fg

(
cWk nk

)]
dc

+ (1− χ)

∫
cWk nk≥0

[
ΨA

(
cWk nk

)
−ΨA

(
−cWk nk

)]
cWk nk fg

(
−cWk nk

)
dc. 1@���2

.%����
� 1@���2 �� �	� ����
� �%����
� �
 
����� �
����
� �
�����
�� #

 �	� �
������ *���&
����&

�	�� �%����
� ��� �� � 
� ���
� ���0��� �
����� �� �	� &�� ��� 0�  -

-�
����� �	�� ��
��� ��

�
����
� �
�����
�� #

 �	� �
������ �	�� ��
���&� �� ���� �� �	� ��;� �	�-��
� �
 ��
��� �
����
�

�
�����
�� #

 
�&� �
���� �<5�
���� �%����
���
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$�� ����*� )����&���� ��� ��

���� ��
�����
� ��� ����
��

G	�� ��
����& �
���� �%����
�� A
�� � �
 ��������� �
����
� �
�����
��� ��� M<�� <<N� �	� ����

0�� �
 ��3� �	� ���
��
����
� �
�� 1@���2 ��� �
�-��� �
����
� �
�����
�� #

 �
����� #

�

��� .%����
� 1@���2 ��� �� ��� ����� �� �������& � �-���"� �
�� #

 �	� ����
�����
� #�����
�� ���

��=�
��� -
 ��
��� � #

 ΨA�

����� 
� A
��?� 
���
����
� M<�N� �� 

��
 �
 &�� ������&#� �
����
� �
�����
��� �� 
���� #���7

��
� ΨA �	
� � �� ���� �� �	� �

�� �
�-
���� 
# �	� -�
��� � �� 
���� cWk nk� G	�� ΨA �� �� 
��

#�����
� �� cWk nk� ����� ΨA

(
−cWk nk

)
= −ΨA

(
cWk nk

)
� �	�� .%� 1@���2 
����

(1− χ)

∫
ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fgdc = χ

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk

[
fW − fg

(
cWk nk

)]
dc

+ 2 (1− χ)

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fg

(
−cWk nk

)
dc. 1@���2

�� �  ���
���� �� !�&� @��� ����� �	� ����
�����
� #�����
� �� �	� &�� �� ������� �
 �� ������
��� �����

fg
(
cWk nk

)
= fg

(
−cWk nk

)
� �	� ��
�� �%����
� #�
�	�
 ���- �"�� �


(1− χ)

∫
ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fgdc = χ

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk

[
fW − 3fg

(
cWk nk

)]
dc

+ 2

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fg

(
cWk nk

)
dc. 1@���2

*� �� ����-�
���  ���� 0	�� χ → 0� .%� 1@���2� �� 0	��	 ΨA

(
−cWk nk

)
= −ΨA

(
cWk nk

)
� ��� ��

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fg

(
cWk nk

)
dc =

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fg

(
cWk nk

)
dc, 1@��<2

0	��	 �� �� ��������� ��� �
� � �
����
� �
�����
��

*� �
�� ���
�� .%� 1@���2 ��� �� ���� �
 
����� �
����
� �
�����
�� #

 �
���� 0	�� ΨA ��

�� ���� #�����
� �� cWk nk� �	�� �� ΨA

(
−cWk nk

)
= ΨA

(
cWk nk

)
� ���

���& �� �	� -

-�
 #

� 
#

.%� 1@���2� 0	��	 �� �	� ��;� �����
� �� ���� �
 ��
��� �
����
� �
�����
� #

 �	� $�< �%����
���
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����

(1− χ)

∫
ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk fgdc = χ

∫
cWk nk≥0

ΨA

(
cWk nk

)
cWk nk

[
fW − fg

(
cWk nk

)]
dc. 1@��D2

$� ��

���� ��
�����
� ��� +�� ��
����
�

�
 -�
#

� ����&
���
�� �� .%� 1@��D2 �� 
���� ����
�����
� #�����
�� fW ��� fg� ��� �� 
���� #�����
�

ΨA

(
cWk nk

)
�
� 
�%��
���

�	� ��;0�  ���5��-� ����
�����
� #�����
� fW � �	�� ���
���� #

 �	� 0�  -

-�
���� {ρW , θW }�

�� &���� �� .%� 1@�<2� ���

���& �
 �	� (	�-���5.��3
& �;-����
�� $�< �%����
�� �
� 
# �	�
� 

��
�

	����� � �	�
�5

��
 �--

;�����
� 
# �	� �� 
���� ����
�����
� #�����
� �� 
�%��
��� �	�
�#

�� #



�	� $�< ������ �� ��:��� �
 ��� fg = f�26 M.%� 1<��F�2N

fg = f�26 = f� (1 + F1 + F2 + F3) , 1@��@2

0��	

F1 =
1

2ρθ2
CiCjσij +

(
1

5ρθ3
C2 − 1

ρθ2

)
Cjqj ,

F2 =
1

6ρθ3
CiCjCkmijk,

F3 =
Δ

ρθ2

(
1

8
− 1

12θ
C2 +

1

120θ2
C4

)
−
(

1

4ρθ3
− 1

28ρθ4
C2

)
CiCjRij . 1@��B2

.;-����
� 
# F1 
����

F1 =
1

2ρθ2
(
C2

1σ11 + 2C1C2σ12 + 2C1C3σ13 + C2
2σ22 + 2C2C3σ23 + C2

3σ33

)
+

(
1

5ρθ3
C2 − 1

ρθ2

)
(C1q1 + C2q2 + C3q3) , 1@��F2

0	�
� C2 = C2
1 +C2

2 +C2
3 ��� #

 ������
�� �
���5#
�� ��
��� ����

 σij = σji� ���� �
 �� �;-����
��

#

 F2 ��� F3 �
��

F2 =
1

6ρθ3
(
C3

1m111 + 3C2
1C2m112 + 3C2

1C3m113 + 3C1C
2
2m122 + 6C1C2C3m123

+3C1C
2
3m133 + C3

2m222 + 3C2
2C3m223 + 3C2C

2
3m233 + C3

3m333

)
, 1@��C2
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���

F3 =
Δ

ρθ2

(
1

8
− 1

12θ
C2 +

1

120θ2
C4

)
−
(

1

4ρθ3
− 1

28ρθ4
C2

)(
C2

1R11 + 2C1C2R12 + 2C1C3R13

+C2
2R22 + 2C2C3R23 + C2

3R33

)
,

1@���2

0	�
� ������
� �
�����
�� #

 mijk ��� Rij 0�
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−Ṽ1 +

11

5
q̃1 +

1

2
m̃122

)
n2. 1B�D<�2

��������� ����0 *� �	� 8����
5��
3��5!
�
��
 �%����
��� �	� �� 
���� -

� �� �
������ 
# �	� �
���7

��� �� ���� 1B�D��2 0	��	 �#��
 ����������
� 
# 8����
5��
3��  �0� σ̃
��12 = −Kn∂ṽ1/∂x̃2� 
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σ̃12

Kn
x̃2 −

2

5
q̃1,

q̃1 = −5

2
Kn τ + �2 exp

( √
5√

7Kn
x̃2

)
+ �3 exp

(
−
√
5√

7Kn
x̃2

)
, 1B�@�2

0	�
� �	� ����
 ���� ��
�� 
�-
����� �	� �
 ���
� #

 �	� 8����
5��
3��5!
�
��
 �%����
��� ��

�	
0� �� 1B�@F2 ��� 1B�@�2� �	� &���
� �
 ���
�� #

 ����
�� � �- ��� �	�
�� �
��- -

� ��� 
� �

��=�
 �� �	� 	���56�; �
 ���
�� *� �	� �
��- 6
0� ��-�
-
����
� 
# �	� !
�
��
?�  �0� q̃
��1 = − 5
2 Kn τ �

��� 4������  ���
� �
���
��� �	� -�
�  � 	��� 6�;� 4������  ���
� �� �	�
��  �5�
���� 6
0� �
�

� �
 
�#�

�� �� �����
�������� ���� /�� MF�N� *� �	� �� 
���� �
 ���
�� �4 ��� �	� �
��
�����
� 
#

�	� !
�
��
?�  �0 
�-
����� �	� � �- �� 
���� 1���-�
���
�5�
���� - �& 6
02�

+���� ��*-��/�2! 3 �2!���(6!" 3* 4

!

 ������ ����� #

��5�
���� 6
0�� 0��	 ∂θ̃/∂x̃1 = 0� �	� �� 
���� -

� �� 1B�D�2 
������ �


∂σ̃12

∂x̃2
= G̃1,

2

5

∂q̃1
∂x̃2

= − ∂ṽ1
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5
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� ���
�� 1B�D�2 �
� �-- ���� �	� 
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�%������ �	� �������
� ��� #

�� �� ���

�����

�� .%� 1D���2� ��� �	� �������
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√
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 ����������
� 
# �	� 	�
�
��� �
 ���
� ���
 1C��2� �� ��� �� 0
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iKnSt2 0 −i k̃
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5
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ṽ1
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σ̃12

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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⎡
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0
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+
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5
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5
Kn

d2Q1

dx̃2
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− dΣ12
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)
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dQ1

dx̃2
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Kn
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)
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 ����������
� 
# �	�  �0 
# 8����
 ���

��
3��� σ̃
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� �� ��� ���� �� .%� 1C���2� ���

�
  ����
���� �	� �� 
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�� �� �
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� �
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Σ12 =
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�α exp
(
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)
, 1C��<�2

V1 = G̃− 1

i ω̃

∂Σ12
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∂x̃2
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− ∂Σ12
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5��
3��  �0 #

 ����
�� ��
��� 0�� ����� �����

σ̃
��rϕ = −Kn

(
∂ṽϕ
∂r̃

− ṽϕ
r̃

)
. 1��B2
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 �	� 8�! ������ #
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� .%� 1(��<2�

0	��	� �#��
 ����������
� 
# 8����
 ��� ��
3��  �0 
����

V
��
ϕ =

2− χ

χ

√
π

2

(
∂ṽϕ
∂r̃

− ṽϕ
r̃

)
Knnr −

(
1

5Pr
− 4�

15

)(
∂2ṽϕ
∂r̃2

− 1

r̃

∂ṽϕ
∂r̃

+
ṽϕ
r̃2

)
Kn2

−
(

2

5Pr
+

7�

15

)(
1

r̃

∂ṽϕ
∂r̃

− ṽϕ
r̃2

)
Kn2. 1��F2
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∂q̃r
∂r̃

+
q̃r
r̃

= 0, 1��C�2

4

15

(
2
∂q̃r
∂r̃

− q̃r
r̃

)
+

∂m̃rrr

∂r̃
+

m̃rrr − 2m̃rϕϕ

r̃
= − 1

Kn
σ̃rr, 1��C�2

4

15

(
2
q̃r
r̃

− ∂q̃r
∂r̃

)
+

∂m̃rϕϕ

∂r̃
+ 3

m̃rϕϕ

r̃
= − 1

Kn
σ̃ϕϕ, 1��C�2

∂σ̃rr

∂r̃
+

σ̃rr − σ̃ϕϕ

r̃
+

1

6

∂Δ̃

∂r̃
+

1

2

∂R̃rr

∂r̃
+

1

2

R̃rr − R̃ϕϕ

r̃
= −5

2

∂θ̃

∂r̃
− Pr

Kn
q̃r, 1��C�2
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���������� 
� ���
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 ��� 	�&	5

��
 �
�����

Δ̃ = 0, R̃rr = −R̃ϕϕ = −��Kn
q̃r
r̃
, m̃rrr = �Kn

(
3

5

∂σ̃rr

∂r̃
− 2

5

σ̃rr − σ̃ϕϕ

r̃

)
,

m̃rϕϕ =
�

3
Kn

(
∂σ̃ϕϕ

∂r̃
− 2

5

∂σ̃rr

∂r̃
+

8

5

σ̃rr − σ̃ϕϕ

r̃

)
. 1���2

�	� �
����
� �
�����
�� #

 �	� ���-�
���
� -

� ��� �
� M.%� 1@�<�2N

q̃r =
χ

2− χ

√
2

π

(
−2T̃ − 1

2
σ̃rr −

1

15
Δ̃− 5

28
R̃rr

)
nr, 1�����2

m̃rrr =
−χ

2− χ

√
2

π

(
−2

5
T̃ +

7

5
σ̃rr −

1

75
Δ̃+

1

14
R̃rr

)
nr, 1�����2

m̃rϕϕ =
χ

2− χ

√
2

π

(
−1

5
T̃ − σ̃ϕϕ +

1

5
σ̃rr −

1

150
Δ̃− 1

14
R̃ϕϕ

)
nr. 1�����2
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�
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 ��� 	���56�; ����

 �
� &���� �� 1��C�251��C�2�
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���
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� �� �� �	� 8����
5��
3��5!
�
��
 ������ �
������ 
#

���
&� �� ���� M.%� 1��C�2N� (
∂

∂r̃
+

1

r̃

)
∂θ̃

∂r̃
= 0, 1����2

�� 0	��	 �	�  ����
���� !
�
��
  �0 #

 	��� �
������
� 0�� ����� �����

q̃
��r = −5

2

Kn

Pr

∂θ̃

∂r̃
. 1����2
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 �	� 8�! ������ #
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� .%� 1(��D2�
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 ����������
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# !
�
��
?�  �0 
����

T 
�� =
2− χ

χ

5

4Pr

√
π

2

∂θ̃

∂r̃
Knnr −

5

2Pr

[(
5��

168
− 1

5
− ��

30

)
1

r̃

∂θ̃

∂r̃
−
(
��

30
+

5��

84

)
∂2θ̃

∂r̃2

]
Kn2. 1���<2

� ��� ������
��������� ��	�����

�+, ����0 �	� 
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∂ρ̃

∂r̃
+

∂θ̃

∂r̃
+

∂σ̃rr

∂r̃
+

σ̃rr − σ̃ϕϕ

r̃
= 0, 1���D2
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0	�
� p̃ = 1 + ρ̃+ θ̃ �� ���� �� �	�  ����
���� ���� &��  �0� ��� .%� 1D�<�2�
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# �
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r̃�

(ρ̃+ 1) r̃ dr̃ = const. 1���@2
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�� �
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 1B�@�2 �� �	� ���� 
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�58�0�
���� ��
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��� 
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��� �
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�
�#����
� 
�� 0�  �� ��� ���� �
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������ 
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)
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����& #
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√
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# �
���� cs =
√
γ θ0 1γ = 5/3 �� �	� 
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 � �
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# �	� �� 
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� ���

∂σ̃rϕ

∂r̃
+ 2

σ̃rϕ

r̃
= 0,

∂

∂r̃

(
∂q̃ϕ
∂r̃

+
q̃ϕ
r̃

)
= − 5

9Kn2
q̃ϕ,

∂

∂r̃

(
2

5

q̃ϕ
r̃

+
ṽϕ
r̃

)
= − 1

Kn

σ̃rϕ

r̃
, 1���B2
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� �� �
�

σ̃rϕ =
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r̃2
, q̃ϕ = �2 I1

( √
5

3Kn
r̃

)
+ �3 K1

( √
5

3Kn
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)
, ṽϕ = −2

5
q̃ϕ +

1

2Kn
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�� ���
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�� ��������� �� .%� 1���F2� �	�  ����
 �
 ���
�� #

 �	� �	��
 ��
��� �
� �	� ���� #
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∂r
= PU, 1���C2
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0	�
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q̃r, σ̃ϕϕ, m̃rϕϕ, m̃rrr, σ̃rr, θ̃

)�
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1

5
β θ̃W ,−2
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�	� ���
���� P ��� B �
�

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1

r
0 0 0 0 0

0
4Kn

3 r
− 3

2Kn
− 1

3Kn
−4Kn

3 r
0

− 4
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− 1
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−3

r
0 0 0

4

5 r
0

2

r
−1

r
− 1
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0

0 − 2

3 r
0 − 5

6Kn

2

3 r
0

− 4

15Kn

2

3 r
0

1

3Kn
− 2

3 r
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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−6Knβ
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2
−2 β
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12Knβ
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β

5
−β

5

−12Knβ
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0 0 0 −7 β

5

2 β

5

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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(a)

cold low pressure
reservoir

warm high pressure
reservoir

Poiuseuille flow

Transpiration flow
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ρ (0) = ρ1, ρ (L) = ρ2, θ (0) = θ1, θ (L) = θ2. 1���<2
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� z̃ = z̃0 � 
�& �	� ���� ��� #

 |z̃ − z̃0| � 1 0� ��� 0
���

ρ (z̃) = ρ (z̃0) +
∂ρ

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=z̃0

(z̃ − z̃0) +
1

2

∂2ρ

∂z̃2

∣∣∣∣
z̃=z̃0

(z̃′ − z̃0)
2
,

θ (z̃) = θ (z̃0) +
∂θ

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=z̃0

(z̃ − z̃0) +
1

2

∂2θ

∂z̃2

∣∣∣∣
z̃=z̃0

(z̃′ − z̃0)
2
, 1���D2

0	�
� |z̃′ − z̃0| < |z̃ − z̃0|�
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 ε�

∂ρ

∂z̃
∼ ε (ρ1 − ρ2) = O (ε) ,

∂2ρ

∂z̃2
∼ ε2 (ρ1 − ρ2) = O

(
ε2
)
,

∂θ

∂z̃
∼ ε (θ1 − θ2) = O (ε) ,

∂2θ

∂z̃2
∼ ε2 (θ1 − θ2) = O

(
ε2
)
. 1���@2
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ρ (z̃) = ρ0 [1 + � (z̃ − z̃0)] , ��� θ (z̃) = θ0 [1 + τ (z̃ − z̃0)] , 1���B2
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ρ0 = ρ (z̃0) , � =
∂ (ρ/ρ0)

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=z̃0

= O (ε) , θ0 = θ (z̃0) , τ =
∂ (θ/θ0)

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=z̃0

= O (ε) . 1���F2
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# ������� ��� ���-�
���
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� .%� 1���B2 ���
 �	� ���� &��  �0

&����

p (z̃) = p0 [1 + ℘ (z̃ − z̃0)] , 0��	 p0 = ρ0θ0, ℘ = �+ τ =
∂ (p/p0)

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=z̃0

= O (ε) ; 1���C2
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���5#
�� ��
��� ����

 σ ���- �#� �


v =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

vz (r)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

qr (r)

0

qz (r)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , σ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

σrr (r) 0 σrz (r)

0 σϕϕ (r) 0

σrz (r) 0 σzz (r)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , 1����2
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(
∂

∂r̃
+

1

r̃

)
σ̃rz = −℘, 1������2

−℘+
1

2

(
∂

∂r̃
+

1

r̃

)
R̃rz = −Pr

Kn
q̃z −

5

2
τ, 1������2

2

5

∂q̃z
∂r̃

+
∂m̃rrz

∂r̃
+

m̃rrz − m̃ϕϕz

r̃
= − 1

Kn
σ̃rz −

∂ṽz
∂r̃

, 1������2
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���������� 
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R̃rz =
��

2
Kn

∂q̃z
∂r̃

, m̃rrz = −8�

15
Kn

(
℘+

5

4

σ̃rz

r̃

)
, m̃ϕϕz =

2�

15
Kn

(
℘+ 5

σ̃rz

r̃

)
, 1�����2
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σ̃rz = − χ

2− χ

√
2

π

(
Ṽz +

1

5
q̃z +

1

2
m̃rrz

)
nr, 1������2

R̃rz = − χ

2− χ

√
2

π

(
−Ṽz +

11

5
q̃z +

1

2
m̃rrz

)
nr. 1������2
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������ �
 (
∂

∂r̃
+

1

r̃

)
∂ṽz
∂r̃

=
℘

Kn
, 0 = −Pr

Kn
q̃z −

5

2
τ, 1����<2
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σ̃
��rz = −Kn
∂ṽz
∂r̃
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��z = −5

2
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τ. 1����@2
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# O (Kn)� �� #
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� ��� �� #
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�
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Ṽ
��
z =

2− χ

χ

√
π

2

∂ṽz
∂r̃

Knnr +
1

2

Kn

Pr
τ −
(

1

5Pr
− 4�

15

)
∂2ṽz
∂r̃2

Kn2−
(

1

5Pr
+

�

15

)
1

r̃

∂ṽz
∂r̃

Kn2. 1����B2
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# �	� &�� �� &
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(
∂

∂r̃
+

1

r̃

)
q̃r = 0, 1����F�2(

∂

∂r̃
+

1

r̃

)
m̃rzz = − 1

Kn
σ̃zz , 1����F�2

−4

5

q̃r
r̃

+
∂m̃rrr

∂r̃
+

m̃rrr − 2m̃rϕϕ

r̃
= − 1

Kn
σ̃rr, 1����F�2

∂σ̃rr

∂r̃
+

2σ̃rr + σ̃zz

r̃
+

1

2

(
∂R̃rr

∂r̃
+

2R̃rr + R̃zz

r̃

)
+

1

6

∂Δ̃

∂r̃
= −Pr

Kn
q̃r −

5

2

∂θ̃

∂r̃
, 1����F�2
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0��	 �	� �
���������� 
� ���
��

Δ̃ = R̃zz = 0, R̃rr = −��Kn
q̃r
r̃
, m̃rrr =

3�

5
Kn

(
∂σ̃rr

∂r̃
− 2

3

2σ̃rr + σ̃zz

r̃

)
,

m̃rϕϕ =
�

3
Kn

(
−7

5

∂σ̃rr

∂r̃
− ∂σ̃zz

∂r̃
+

8

5

2σ̃rr + σ̃zz

r̃

)
,

m̃rzz =
�

3
Kn

(
∂σ̃zz

∂r̃
− 2

5

∂σ̃rr

∂r̃
− 2

5

2σ̃rr + σ̃zz

r̃

)
, 1����C2
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q̃r =
χ

2− χ

√
2

π

(
−2T̃ − 1

2
σ̃rr −

1

15
Δ̃− 5

28
R̃rr

)
nr, 1������2

m̃rrr =
−χ

2− χ

√
2

π

(
−2

5
T̃ +

7

5
σ̃rr −

1

75
Δ̃+

1

14
R̃rr

)
nr, 1������2

m̃rzz =
χ

2− χ

√
2

π

(
−1

5
T̃ − σ̃zz +

1

5
σ̃rr −

1

150
Δ̃− 1

14
R̃zz

)
nr. 1������2
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q̃
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� ���
 .%� 1����F�2 &���� �� �;- ���� �%����
� #

 ���-�
7

���
�� (
∂

∂r̃
+

1

r̃

)
∂θ̃

∂r̃
= 0. 1�����2
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T̃ 
�� =
2− χ

χ

5

4Pr

√
π

2

∂θ̃

∂r̃
Knnr −

5

2Pr

[(
5��

168
− 1

5
− ��

30

)
1

r̃

∂θ̃

∂r̃
−
(
��

30
+

5��

84

)
∂2θ̃

∂r̃2

]
Kn2.

1�����2
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∂p̃

∂r̃
+

∂σ̃rr

∂r̃
+

2σ̃rr + σ̃zz

r̃
= 0. 1�����2
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∂ρ̃

∂r̃
+

∂θ̃

∂r̃
+

∂σ̃rr

∂r̃
+

2σ̃rr + σ̃zz

r̃
= 0, 1����<2

�� 

��
 �
 "�� 
���� ������� �������
��� *���&
����& �	� ��
�� �%����
� ���

����� ��
�	�
 ����7

&
����& �
������� 0	��	 ���� �� ����
����� #

� �	� ��;� ��
� �
�����
� 
�&�
���& �	� �
���
����
�


# ���� �� �	� -

����� �	�� �� -

-�
 �������
� ��� #

� 
����

∫ 1

0

(ρ̃+ 1) r̃ dr̃ = �
���� 1����D2

��������� ����0 ����� 
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3��  �0 �	� �
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 3�
0� �� �
�5

8�0�
���� ��
������ �����	 �� �	� 	��

�������  ���� σ̃rr = σ̃zz = 0� �	�� �	� �������9-
����
�

-
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 ρ̃+ θ̃ = const�

�>�$ 5��
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� ��� :����
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� 0��
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 0
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∂ṽz
∂r̃

. 1����@�2

�	� �
 ���
� #

 �	� ��
�� ������ #
  
0� �� ����&
���
� ��

σ̃rz =
�1

r̃
− ℘

2
r̃, 1����B�2

q̃z = �2 J0

(
2

Kn

√
Pr

��

r̃

)
+ �3 Y0

(
2

Kn

√
Pr

��

r̃

)
+

Kn

Pr
℘, 1����B�2
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|ṽz| r̃ dr̃, E = 2
√
2

∫ 1

0

|q̃z | r̃ dr̃, 1�����2



���

0	�
� �	� #���

 2
√
2 �� ��� ���� �
 ����	 �������
� ��� ��"����
�� 
# M ��� E �� �	� 3������ ���7

� ���
��� �	� ��6����� 
# &�� 
�
�#����
�� 3������ �
�� � ��� �
����
� ���
��
����
� �
�:������

0�  �� �������&���� 
� ���� ��� ���
&� �
���-

� �� �	� �;�� ��
����
��

����� 
� �	� �-- ��� 3������ �
�� � 0� ����&

��� �	� ���� �� � 3������ ���� �� �0
 &

�-��

���� �� �	�  ����
���� �
 ������ �%����
� 1�.2 ���� ��� �	����&�
5A

��54


3 1�A42 �����

*� �
�-�
��
�� 
# 
�
 �
 ���
�� 0��	 3������ ���� 0� ��� �	� �
�:������ &���� �� .%�� 1D��@2 ���

1D��B2 �� �--

;������ #

 �	� �. ��� �A4 �
�� �� '�
 &���
� �
 ���
�� �� .%�� 1����B�2 ���

1����C�2 �;- ���� � �	
0 �	�� Pr ��� �� �=��� �	� �	��3���� 
# 4������  ���
� ��� �� 3 �� ���� �	��


���
����
� �� 
�� 
# �	� �������&�� 
# ��� ����� �--

��	� �	�� �� �
� ���� � ��	����� � �� 3������

�
 ���
���

(
������
��  �� �� 3������ �--

��	�� � 
�
�#����
� -�
�����
 δ �� ��"��� �� M��N

δ =

√
π

2

L
λ0

, 1���<�2

0	�
� L ��� λ0 �
� 
�#�
����  ��&�	 ��� � 1	�
�� �	� 
����� 
# �	� ���� R2 ��� ���� #
�� -��	 ��

�	�  
�� �%�� ��
��� ������ 
��-������ �� �	� 3������ �	�

� 
# &���� &���� �	� ���� #
�� -��	 0��	


��-��� �
 ���

��
-�� %��������� �� M�BN

λ0 =

√
πθ0
2

μ0

p0
. 1���<�2

$�- ������� 
# λ0 #

� .%� 1���<�2 ���
 .%� 1���<�2 ��� �	�� �
�-�
��
� 0��	 .%� 1D�<C2� &���� �


� ���
� ���0��� 4������ �����
 ��� 
�
�#����
� -�
�����


Kn =
1√
2 δ

, 1���<�2

0	��	 	�� ���� ���� �
 
� ��� 
�
 �
 ���
�� �
 �	� 3������ �����

�<�+�� � (�!'(**! 3* 4

�	� �
 ���
� #

 �
�����  � 6
0 �� &���� �� 1����B2� 0	�
� #

 �	� ��3� 
# �
�-����� ��� 0��	 �	�

�
 ������ ���� 0� �	�  ��� ℘ = 1� ����� �	� �
 ���
�� ���� �� "���� �� r̃ = 0� �	�� �1 = �3 = 0�

�	� 
� � ��3�
0� �
������ �� �	� 8����
5��
3��5!
�
��
 �
 ���
� �� �4 0	��	 ��� �� ��� ����� #

�

�	�  ����
���� � �- �
�����
� 1����B2 �� r̃ = 1� !

 �	� $�< �
 ���
� �	� �
������� {�2,�4} #
  
0



���

#

� �	� �
����
� �
�����
�� 1�����2�

����� �1 = 0� �	��
 ��
��� �� 8�! ��� $�<  ����
 � ��-���� 
� 
���� -
����
�� ��� ��� ��&������

�� -

-

��
�� �
 �	� �
������ -
����
� &
������ 1

 #

��2� ����� σ̃rz = −℘ r̃/2�

*� !�&� ���� �	� 
���� ����
�����
� 
# �� 
���� ��� 	��� 6�; �
� �	
0� #

 χ = 1 ��� Kn =

{0.07, 0.14, 0.35}� �


��-
����& �
 δ = {10, 5, 2}� !

 -

-�
 ��� ��& �	� 3������ ���� �
� �� ��- ���

0��	 �	� #���


√
2/δ� � 
�� 1�2 ��� 1�2 �
�-�
� �	� �� 
���� �
 ���
�� 0��	 �
�	 �A4 ���  ����


�
 ������ �%����
� 1�.2 ����� 
��-������ �� *� �
�����  � 6
0 �	� �
 ���
�� #

 �A4 ��� �. �
�

��
� � 
��� �� �	
0� �� - 
� 1�2� #

 �	� ���  4������ �����
 Kn = 0.07� �  �
�� � �	
0 #��


�&
������ 0��	 �	� 3������ �
 ���
�� �� �	� 4������ �����
 ���
����� �	� 8����
5��
3��5!
�
��


�%����
�� 0��	 "
��5

��
 � �- �
�����
� ��� � �������#���

� �� 3 �
 ���
�� 	
0���
� �� -

����� �

�����
 �--

;�����
� 
# �	� � �- �� 
����� �� -
�������& �  �
&�
 � �-� �	� ���
��5

��
 � �- �
�����
�

�	�#�� �	� 8�! �
 ���
� �
0�
�� �	� $�< ��� 3������ 
��� ��� (
�-�
�� �
 8�! 0��	 ���
��5

��


� �- �
�����
�� $�< �	
0� �����
 �&
������ 0��	 3������ ���� ���
 �	� 0�  � �	�� ��-

������ ��

�	� �=��� 
# �	�
�5

��
 �
����
� �
�����
�� ��� 4������ �
����
�  ���
�

�!~ �!~ �!~

	 &/ 	 &/ 	 &/

Velocity profile in Poiseuille flow
comparison with BGK data

(a)

Velocity profile in Poiseuille flow
comparison with BE data

(b)

Heat flux profile in Poiseuille flow
comparison with BE data

(c)

Kn=0.07

Kn=0.14

Kn=0.35

�=1.0

NSF

R13
Valougeorgis & Thomas

NSF

1

2

Siewert

Kn=0.07

Kn=0.14

Kn=0.35

�=1.0

NSF

R13
Siewert & Valougeorgis

NSF

1

2

Loyalka & Hamoodi

NSF
R13
Siewert & Valougeorgis

�=1.0

Kn=0.35

Kn=0.14

Kn=0.07

!�&�
� ����E $���� ����
�����
� 
# �� 
���� ��� ���	��
�� 

�� 	��� 6�; 14������  ���
2 ��
�
�����  � 6
0 #

 Kn = {0.07, 0.14, 0.35} ��� #�  � ��=����� ���� ��
#���� χ = 1� $��� �� #

�
8����
5��
3��5!
�
��
 0��	 "
��5

��
 � �- �
�����
� 18�!�>  
�&5���	�� � ��  ���2� 8����
5��
3��5
!
�
��
 0��	 ���
��5

��
 � �- �
�����
� 18�!�> �
���� 
��  ���2� ��� 
�&� �
���� �<5�
���� 0��	
�	�
�5

��
 �
����
� �
�����
�� 1$�<> �
 �� � ��3  ���2 �
� �
�-�
�� �
 3������ ���� 1����
 �2� �	�
�A4 ���� �
� ��3�� #

� $�#�� M��D� �@N ��� �. ���� �
� #

� M�B� BFN�



���

*� �	� �� 
���� -

" � #

 Kn = 0.35� $�< �	
0� ��;���� �



 �� r = 0� ��� r/R = 1� *� - 
�

1�2 �	��� �



� �
� 10% ��� 22% �� �	� �����
 
# ����� ��� 
� �	� 0�  � 
��-������ �� �	��� �



�

�
� �� �� ���� �� (Data − R13)/R13�

*� - 
� 1�2� �	� 4������  ���
 �� �
�����  � 6
0 �� �
�-�
�� �
 �. ���� 1�A4 ���� �� �
�

���� �� � #

 �	�� ����2� �	�� 	�&	5

��
 �
��%�� ��
��� 	��� 6
0� 0	��	 -
���� �� 
--
���� ��
����
�

�
 ���� 6
0� ����
� �� -
������� �� 8�!� �	� ��&������ 
# �	�� 	��� 6�;� 0	��	 �� �
� �
���� ��

���-�
���
� &
������� �� ���
�����& 0��	 4������ �����
� �� ��-������ #

 ���  4������ �����
��

� �0
50�� 	��� 6
0 
���
�> ��
���0��� �� � ��


0  ���
 ���
 �	� 0�  ��� �
����
5��
��� � ��0	�
��

�	�� -	��
���� �� � �
 
���
��� �� �
�����  � 6
0 �� -�
�  � 5- ��� ���

�	���� � M��@N�

!�&�
� ���< �	
0� �	� 
������ ���� 6
0 
��� �� �
�����  � 6
0 MP #

 #�  � ��=��� 0�  � χ = 1 ��

�	� 	��

������� 
�&���� *� �	
0� �	�� #

 ���  4������ �����
� �
�	 8�! ��� $�< �&
�� 0��	

3������ ����� ��3�� #

� $�#� M@BN� *������ �	� �&
������ ���0��� �� 
���� -

" �� M�#� !�&� ����N ��

�	� 
���
� #

 �	� -
����� -
������
� 
# ���� 6
0 
���� �	� 3������ ���� �� !�&� ���< �
� 
�������

����� 
� �	� �A4 �
�� � 	���� 0� ���� �
�:������ �� 1D��B2 �
 ��� ���� 
�
 
��� ��� ���� �
 �A4

���� 0�
� � �
 
�-

��� ��
 ��
 �� (�
��&���� ��� ��
��&�
��
 M�<N�

��

Kn

�=1.0

NSF1

NSF2

R13

Mass flow rate in hydrodynamic regimein Poiseuille flow
comparison with BGK data

Lo & Loyalka

!�&�
� ���<E �	� 
������ ���� 6
0 
��� �� �
�����  � 6
0 
������� #

� 8����
5��
3��5!
�
��

0��	 "
��5

��
 � �- �
�����
� 18�!�>  
�&5���	�� � ��  ���2� 8����
5��
3��5!
�
��
 0��	 ���
��5


��
 � �- �
�����
� 18�!�> �
���� 
��  ���2� ��� 
�&� �
���� �<5�
���� 0��	 �	�
�5

��
 �
����
�
�
�����
�� 1$�<> �
 �� � ��3  ���2 �
� �
�-�
�� �
 �A4 3������ ���� 1����
 �2 #

� $�#� M@BN� �	�
�
�-�
��
� �� -
������� #

 ���  4������ �����
� ��� #�  � ��=����� ���� ��
#���� χ = 1� �	�
�
�-�
��
� �
�"
�� �	�� �� �	� � �- 6
0 
�&��� 0	�
� Kn < 0.1� �	� 
��� �� �
� ��
� � 
���

4������ �
 ���
�� #

 �
�����  � 6
0 �� �	� �
������
� 
�&��� �
�"
� 4������?� �;-�
������ 


���
����
� M@�N� �	�� ��  
0 -
����
� �
�����  � 6
0� �	� ���� 6
0 
��� �� � #�����
� 
# 4������

�����
 �;	����� � �������� �	�� -	��
���
�� 0	��	 �� 3�
0� �� 4������ ������� -�
��
;� ��


���
��� �� �
�	 -�
�  � 5- ��� �	���� ��� ���� 6
0� M��� (	�-� /**N�



��<

!�&�
� ���D �	
0� �	� ��
����
�� 
# ���� 6
0 
��� �� �
�����  � 6
0 0��	 
��-��� �
 4������

�����
 ��� ���
��
����
� �
�:����� 
# �	� ���� ��
#���� �� �3� !�&� ���<� 0	��	 �� 
���
�����

�
 �	� 	��

������� 
�&���� 	�
� �	� 4������ �����
 ��
��� ��

�� �	� �
������
� 
�&���� 8�!

�
 ���
�� 0��	 "
��5 ��� ���
��5

��
 � �- �
�����
�� �
� �	
0� �� - 
�� 1�251�2� 0	� � $�< 
��� ��

�
� &���� �� - 
�� 1�2 ��� 1#2� ������
��  �� 0� �
�-�
�� 
�
 �
 ���
�� 0��	 �
�	 �A4 1 �#� - 
��2

��� �. 1
�&	� - 
��2 ����� �	� ����
 � -
����� 3������ ���� #

 ��=�
��� ���
��
����
� �
�:������

χ = {0.6, 0.8, 1.0}� ���  �� ��� #

 χ 
�-
����� ��

�	 0�  � 0��	  ��� #
����
� �	�� 
��� � ��  �
&�


6
0 
����� �	� 
��� �� �� !�&� ���D �	
0 �	�� #

 ���  �� ��� 
# χ �	� �� ����� 
# ���

��
-�� �
�� �

�� �;������ �
  �
&�
 �� ��� #

 Kn� )�
�� 0� �
�-�
� �	� ����
��� 
# 8�! ��� $�< 0��	 3������

���� #

 χ = 1� 0	��	 �� �
��
� � ������� �� ��&����
��& �-- �����
��� 8�! 0��	 "
��5

��
 � �-

�
�����
� �� - 
�� 1�2 ��� 1�2 �
�� �
� �;	���� ��� �������� ��� �� ����-��� � 
� � #

 ��
� ���  

4������ �����
�� Kn < 0.1� �	� ���
��5

��
 � �- �
�����
� �;����� �	� �� ����� 
# �	� 8�! ������

�- �
 Kn � 0.6� ��� ���� �� �	� 8�! ������ �
 ��-��
� � �������� �	� $�< �
 ���
� M�#� - 
�� 1�2

��� 1#2N -

���� ����-��� � �--

;�����
� 
# �	� 6
0 
��� �� �	� �
������
� 
�&���> �	�� �
� �� ��

#

 Kn < 1.0 �� �	� �A4 �
�� ��� Kn < 1.7 �� �	� �. �
�� � '�
 �
���
�
� �
 ��� �	��� 
��&� #



4������ �����
 �� (Data−Model) /Model � 7%�

!

 �����
 �
�-�
��
�� �	� 
��� �� #

 #�  � ��=����� 0�  � �
� �
�-�
�� �� - 
�� 1&2 ��� 1	2� !



χ = 1 �	� 3������ �
 ���
� &���� �	� ������� �

��� Kn = 2.0� 0	� � �� 
�
 ���� ���������� �����

$�<� -
������ �	�� ������� �

��� Kn = 0.7 ��� Kn = 1.0 #

 �A4 ��� �. �
�� ��

G� ��-	����� �	�� #

 -

-�
 �
�-�
��
� 0��	 �	� 3������ ���� 
�
 
��� �� �� !�&� ���D �
�


������� ��-�
��� � 0��	 �A4 �
�� �
�:������ 1D��B2 ���  ����
���� �
 ������ �
�� �
�:������

1D��@2�

�	� 
������ �	�
�� ���
&� 6
0 
��� �� �
�����  � 6
0� EP � �� ��������� �� �	� ��;� �����
��

�<�+�� ���"�/(��#( " 3* 4

�	� �
 ���
� #

 �	�
�� �
���-�
���
� -

� �� �� &���� �� 1����C2� 0	�
� #

 �	� ��3� 
# �
�-����� ���

0��	 �	� 3������ ���� 0� ��� τ = 1� ����� �	��� �
 ���
�� �
� "���� �� r̃ = 0� �	�� �1 = �3 = 0� �	�

�
������ �4 #

 �	� 8�! ������ ��� �� ��� ����� #

� �	�  ����
���� � �- �
�����
� 1����B2 �� r̃ = 1�

!

 �	� $�< �
 ���
� �	� �
������� {�2,�4} 
�%��
� �
����
� �
�����
�� 1�����2�

G��	 �1 = 0 �	� �	��
 ��
��� #

 �
�	 8�! ��� $�< ������� �����	��� σ̃rz = 0� ���

���& �� #





��D

��

Kn

Kn

Kn

Kn

Mass flow rate in Poiseuille flow
comparison with BGK data

�=0.6

�=0.8

�=1.0

NSF1

�=0.6

�=0.8

�=1.0

NSF2

�=0.6

�=0.8

�=1.0

R13

�=1.0

NSF1

NSF2

R13

Kn

Kn

Kn

Kn

��

��

��

�=0.6

�=0.8

�=1.0

NSF1

�=0.6

�=0.8

�=1.0

NSF2

�=0.6

�=0.8

�=1.0

R13

�=1.0

NSF1

NSF2

R13

��

��

��

��

(a) (b)

(c) (d)

(f)(e)

(h)(g)

Mass flow rate in Poiseuille flow
comparison with BE data
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∂ṽ1
∂x̃2

+
1

2

∂R̃22

∂x̃2
+

1

6

∂Δ̃

∂x̃2
+ m̃122

∂ṽ1
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��� ���
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���	 ��
���� 5��
���
 ��� 5�����
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�� :��"���
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 ��;0�  ��� �
 ��� �� 0��	 �
�:������ 1D��@2 ����������
� 
# �
���������� 
� ���
�� 1����2 ���


1����2 �	� ���� ����
 ���-�
���
� -

� �� 
�����

∂q̃2
∂x̃2

= −σ̃12
∂ṽ1
∂x̃2

, 1���D�2

−6

5
σ̃12

∂ṽ1
∂x̃2

− 6

5
Kn

∂2σ̃22

∂x̃2
2

− 12

25
Kn2

∂

∂x̃2

(
∂σ̃12

∂x̃2

∂ṽ1
∂x̃2

)
= − 1

Kn
σ̃22, 1���D�2

∂σ̃22

∂x̃2
− 13

7
σ̃12

∂σ̃12

∂x̃2
− 67

105
Kn

∂σ̃12

∂x̃2

∂ṽ1
∂x̃2

+
36

35
Kn σ̃12

∂2ṽ1
∂x̃2

2

= −5

2

∂θ̃

∂x̃2
− 2

3Kn
q̃2. 1���D�2

�� &���� �� 1���D2� �	� ���-�
���
� -

� �� 
�%��
�� �	� �
 ���
� 
# �	� 1 ����
2 �� 
���� -

� ��

M�#� .%� 1F��2N� 0	�
� #

 �
�	 (
����� ��� �
�����  � 6
0� τ = 0�

�#��
 ����&
����&� 0��	 �	� 	� - 
# �	� �� 
���� �
 ���
�� �	� �
 ���
� #

 1���D2 �� 
������� ��

1�&���� �α �
� �	� ����&
����& �
�������2

θ̃ = �8 −
G̃2

1

45Kn2
x̃4
2 −

4 G̃1 �1

45Kn2
x̃3
2 +

(
488 G̃2

1

525
− 2�2

1

15Kn2

)
x̃2
2

+

(
976 G̃1�1

525
− 4�5

15Kn

)
x̃2 +

956 G̃1Kn

375
A+

96Kn

175
σ̃12

∂A

∂x̃2
− 2

5
B,

σ̃22 = −84 G̃2
1Kn

2

25
− 6 G̃2

1

5
x̃2
2 −

12 G̃1�1

5
x̃2 −

6�2
1

5
− 152 G̃1Kn

25
A− 36Kn

25
σ̃12

∂A

∂x̃2
+B,

q̃2 = �5 +
G̃2

1

3Kn
x̃3
2 +

G̃1 �1

Kn
x̃2
2 +

�2
1

Kn
x̃2 +

2

5
σ̃12 A− 18Kn2 G̃1

25

∂A

∂x̃2
, 1���@2

0��	 �	� 4������  ���
� #

 �	� �� 
���� -

� �� A� ��� ���-�
���
� -

� �� B�

A = �2 sinh

( √
5

3Kn
x̃2

)
+ �3 cosh

( √
5

3Kn
x̃2

)
, 1���B2

B = �6 cosh

( √
5√

6Kn
x̃2

)
+ �7 sinh

( √
5√

6Kn
x̃2

)
. 1���F2

������ �5!���* � *'#( " - � 1 '!##! 3* 4
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����� 6
0 10��	 G̃1 = 02� �	� �
 ���
� 
# �	� �� 
���� -

� �� �� -
������� �� .%� 1F�<2� ��

0	��	 �3 = 0 �� �-- ��� ��� �
 ������
� 
# �	� �
 ���
�� �

�
��
� �	� ������
� �
�����
�� #

 �	�

���-�
���
� ����
�����
�� θ̃ (x̃2) = θ̃ (−x̃2)� ��� �� �5 = �7 = 0� �	�� ���- �"�� �	� &���
� �
 ���
�



�<@

1���@2 �


θ̃ = �8 −
2�2

1

15Kn2
x̃2
2 +

32�2

35
√
5
σ̃12 cosh

( √
5

3Kn
x̃2

)
− 2�6

5
cosh

( √
5√

6Kn
x̃2

)
,

σ̃22 = −6�2
1

5
− 12�2

5
√
5

σ̃12 cosh

( √
5

3Kn
x̃2

)
+ �6 cosh

( √
5√

6Kn
x̃2

)
,

q̃2 =
�2

1

Kn
x̃2 +

2�2

5
σ̃12 sinh

( √
5

3Kn
x̃2

)
. 1���C2

�	� ����&
����& �
������� �1��� �2 �
� 3�
0� #

� �	� �� 
���� �
 ���
�� 0	� � �6 ��� �8 ����

�� ��� ����� #

� ���� ����
 �
����
� �
�����
�� 1���<2� �	� �
������ �8 �� 
� ���� �
 ���-�
���
�

L��-� !

 �
�- ������� 
# �	� ��������
�� 0� �����
� �	�� �	� ���� ����
���� $�< �%����
�� 
�%��
�

�	� ���� �����
 
# �
����
� �
�����
�� �� �	�  ����
���� $�< �%����
���

'� � �	� ����
 ���� ��
�� �� 1���C2 0
� � �� -
����� �� � ������ 	��

��������� �� �
 ���
��


# �	� 8����
5��
3��5!
�
��
 �%����
��� �  
�	�
 ��
��� ��� ����& �	� 	�-�
�
 �� ���� ��� �
����

#�����
�� 
# �	� 4������ �
����
�  ���
�� ����
��� 
�
�#����
� �=����� �	� �

�� ��
���� σ̃22� ��

� ��-�
-
����
� 
# � �
������ �� 3 ��
� M��FN� −6�2
1/5� ��� 4������  ���
�� *� � ������ 	��

��7

������� �	� ���-�
���
� -

" � �� -�
��
 ��� �	� $�< �%����
�� ��� 4������  ���
 �
��
�����
���

������ �5!���* � *'#( " - � � (�!'(**! 3* 4
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 �
�����  � 6
0 �	� �
 ���
� 
# �	� �� 
���� -

� �� �� -
������� �� .%� 1F�D2� �� 0	��	 �1 = �2 = 0

��� �
 ������
� 
# �	� �
 ���
�� ���� �
 �
 �	� (
����� 6
0� �	� ������
� �
�����
�� #

 �	�

���-�
���
� ����
�����
� ��� �� �5 = �7 = 0� �	�� ���- �"�� �	� &���
� �
 ���
� 1���@2 �


θ̃ = �8 −
G̃2

1

45Kn2
x̃4
2 +

488 G̃2
1

525
x̃2
2 +

32�3

35
√
5
σ̃12 sinh

( √
5

3Kn
x̃2

)

+
956 G̃1Kn�3

375
cosh

( √
5

3Kn
x̃2

)
− 2�6

5
cosh

( √
5√

6Kn
x̃2

)
,

σ̃22 = −84 G̃2
1Kn

2

25
− 6 G̃2

1

5
x̃2
2 −

12�3

5
√
5

σ̃12 sinh

( √
5

3Kn
x̃2

)

− 152 G̃1Kn�3

25
cosh

( √
5

3Kn
x̃2

)
+ �6 cosh

( √
5√

6Kn
x̃2

)
,



�<B

q̃2 =
G̃2

1

3Kn
x̃3
2 +

2�3

5
σ̃12 cosh

( √
5

3Kn
x̃2

)
− 6 G̃1Kn�3

5
√
5

sinh

( √
5

3Kn
x̃2

)
. 1����2

�&���� �	� ����
 ���� ��
�� ���
�� �	� 8����
5��
3��5!
�
��
 �
 ���
��� �  
�	�
 ��
��� ��� ��7

��& �	� 	�-�
�
 �� ���� ��� �
���� #�����
�� 
# �	� 4������  ���
�� ����
��� 
�
�#����
� �=����� *�

�
�����  � 6
0 1 �3� (
����� 6
02 σ̃22 �
�� �
� ��� ��� 8����
5��
3��5!
�
��
 ��
��� �
�	 �
� ��7

-�
-
����
�� 
# �� 3 �
 ���
�� ��� 4������ �
����
�  ���
�� �	� ���-�
���
� -

" � 
# � ������ 

	��

�������� �� &���� �� �	� #
�
�	 -
0�
 
# x̃2> �	� $�< �%����
�� �


��� �	�� �� �� �� �����& �

%���
���� ��
� �� x̃2� ��� 4������  ���
 �
��
�����
���

���� +��
��� �
� ����
����


������ 1 '!##! 3* 4

!�&�
� ���� �	
0� $�< �
 ���
�� #

 �	� ���� ����
 ���-�
���
� -

� �� #

 (
����� 6
0� ���� ����


$�< 
��� �� �
� �
�-�
�� �
 ���( ���� ���
�� �� Kn = {0.05, 0.1, 0.5} #

 �
&
�� �	� �
�����
��

#

 ���( ���� ���
� �� �	� ���� �� ����
���� #

 �	� �� 
���� -

� �� M�#� !�&� 1F��2N� �	� - 
��

�	
0 �	�� #

 ���  4������ �����
� 
�
 
��� �� �
� ��
� � 
�� �
 �	� ���( ����� *� - 
�� #

 q̃2

�	� ��
����
� ���
 �	� 0�  � �
� 4������  ���
� �
��
�����
��� ��� ����� �� 
�
 �	�

����� 
��� ��

M.%� 1����2N 
� � � #�0 4������  ���
� -
������ #�  ����	��& 0��	 �	� ���( ���� �� �
� - ����� ��

������
��  �� �	� �
�58�0�
���� 	��� 6�;� σ̃22� 0	��	 �����	�� �� � ������ 	��

��������� �� -
�7

������ 0��	 �� ����-��� � ����
���� !

 Kn = 0.5 0� 
���
�� �������
�� #

� 3������ ����� 0	��	 �
�

�

� �--�
��� �� �	� ���-�
���
� 
��� ��� �	� ���� 
���
� #

 �	�� ��=�
���� �� �	� ����-�������


# ����
���� #

� ���-�
���
� �� 
�
 �--

��	� !

 �	�� -

� ���� ����
��� �
 ���
�� #

 #�  �

�
� ����
 $�< �%����
�� �
� ���� �� � �� M���N� �� 0	��	 � �����
 ����	��& �� ���-�
���
� - 
�� ��

-

������

������ 3 �2!���(6!" � (�!'(**! 3* 4

!�&�
� ���� ��-���� $�< �
 ���
�� #

 �	� ���� ����
 ���-�
���
� -

� �� #

 #

��5�
���� �
�����  �

6
0� '�
 �	�

����� 
��� �� #

 Kn = 0.072 �
� �
�-�
�� �
 ���( ���� M���� �<<N� 0	�
� �	�

�������
� ��� �;��
�� #

�� �� G̃1 = 0.2355� ��� �	� 0�  � �
� �����
��
� �� 273 4 1θ̃W = 12�

�� ����
�����& -	��
���
� 
���
��� �� #

��5�
���� �
�����  � 6
0 �� �	� #

����
� 
# � �	�
7

����
����� ��- �� �	� ���-�
���
� -

" �� ��� �	� -

" � #

 θ̃ �� !�&� ����� �	�� ������� 0�� "
��



�<F
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~

/�2� /�2� /�2�

Kn=0.05 Kn=0.1 Kn=0.5

Kn=0.05 Kn=0.1 Kn=0.5

Kn=0.05 Kn=0.1 Kn=0.5

/�2� /�2� /�2�

/�2� /�2� /�2�

!�&�
� ����E �
 ���
�� #

 �	� ���� ����
���� ���-�
���
� -

� �� ��

�� �	� �	���� #
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�����
6
0 0��	 �
&
�� G�  ���-�
���
� ��� �� 
������ �
� 273 K ��� ±100 m/s� (
�-�
��
� ���0���
���� ����
 $�< 1���	��  ����2 ��� ���( 1�
 ��  ����2�

�22~ �2~ ~

/�2� /�2� /�2�

!�&�
� ����E �
 ���
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# �	� ���� ����
 ���-�
���
� -

� �� #

 #

��5�
���� �
�����  � 6
0 0��	
�������
� ��� #

�� G̃1 = 0.2355� �

" �� �
� �
�-���� #

 Kn = 0.072 1�
 ��  ���2� Kn = 0.15 1���	��
 ���2� Kn = 0.4 1�
����  ���2� ��� Kn = 1.0 1���	��5�
����  ���2� !

 Kn = 0.072 �
�-�
��
� 0��	
���( ���� ���
�� 1��
� ��2 �� -
��������
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With Knudsen
layers

Without Knudsen
layers

~

/�2�

!�&�
� ���<E *�6����� 
# 4������ �
����
�  ���
� 
� ���-�
���
� -

" � �� #

��5�
���� �
�����  �
6
0� �	� ���	��  ��� 
�-
������ �	� ��-�
-
����
� 
# �� 3 �
 ���
�� ��� �	� ���-�
���
� L��-� �	�
�
 ��  ��� �� �	� #�  �
 ���
� ��� ����& �	� 4������ �
����
�  ���
�� �
�� �������� ���( ���� ���
�
#

 Kn = 0.072� ��� G̃1 = 0.2355�


�-

��� �� ��L ��� ����
� M��CN� 0	
 ��� �
� ��� ��� 4������ �
����
�  ���
� �� �	��
 �
 ���
��

�	� ��� ����� �
 ���
� #

 θ̃ �� .%� 1����2�  ���� � ����
���� �	� ��- �� � 
��� � 
# �
�-�����
� ��7

�0��� �	� �� 3 �
��
�����
��� −G̃2
1 x̃

4
2/45Kn

2 ��� 488 G̃2
1 x̃

2
2/525� 0	� � �	� 4������ �
����
�  ���
�

�
��
����� �
 �	� �
����
� ��
����
��

*� !�&� ���<� �	� ���	��  ��� -
������ �	� ��-�
-
����
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# �	� �� 3 ��
�� ��� �	� ���-�
���
�

L��- #

 Kn = 0.072� ��� G̃1 = 0.2355� �	� �
 ��  ��� �	
0� �	� �
�- ��� �
 ���
�� 0	��	 ��� ����

�	� 4������ �
����
�  ���
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�& � �=��� �	� ���-�
���
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����
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�� �	� �=���


# �	� 4������  ���
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� �	� ���-�
���
� ��- �� ��& �&�� �� *�� ���
� 
# �

� �
� ����
 ��
�� ��� ��

"��
 ����� � 
# �	� ��
��� ���	 �	�� �����
 �&
������ 0��	 ���( 
��� �� �
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��� 5�����
��� 0�������
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� ��
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G� �
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 �	�
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���-�
���
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0 �� ��-����� �� !�&� F���� 0��	 �	� �����-��
�� �� .%� 1B�D�2�

*� �	� ���� ����
 �--

��	 0� ��� ��� �
�� �
� ����
 ��
�� 0��	�� �	� $�< �%����
�� 0	��	 �
�


# 

��
 τ2� 0	�
� τ �� �	� �������
� ��� ���-�
���
� &
������� $�#�

��& �
 �	�  ����
 
��� �� M�#�

.%�� 1F���251F�C2N� q̃1 (∂ṽ1/∂x̃2) 1��� ��� ��
������� 0��	 
��-��� �
 x̃22 �� �	� 
� � �
� ����
 ��
� ��

�	� $�< �%����
�� �	�� �� ��
���� � 
# ���
��5

��
 �� τ �

�

�
��
� 0� �
�����
 ��:����� �  
�& ���

5�	���� � 0	�
� ε = H/L � 1 ��� O (ε) = O (τ)�

�	�� �������
�� �����-��
�  ���� �
 ��& ����
� 
# ��
���0��� 6
0 �������
��� �� �	�� �--��
 �
 ��
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# �	�
�5

��
 1

 	�&	�
2 �� τ �

*��

-

���
� 
# �	��� �
� ����
 ��
�� �
�� �
� �=��� �	�  ����
 �� 
���� -

� �� M�#� .%�� 1B�DB25

1B�D<2N� 	
0���
� �	� ���� ����
���� ���-�
���
� -

� �� �
0 ���
���

∂q̃2
∂x̃2

= 0, 1������2

8

15

∂q̃2
∂x̃2

+
∂m̃222

∂x̃2
= − 1

Kn
σ̃22, 1������2

∂σ̃22

∂x̃2
+

2

5
q̃1

∂ṽ1
∂x̃2

+
1

2

∂R̃22

∂x̃2
+

1

6

∂Δ̃

∂x̃2
= −5

2

∂θ̃

∂x̃2
− Pr

Kn
q̃2, 1������2

0��	

Δ̃ = ��Kn
∂q̃2
∂x̃2

= 0, R̃22 =
2��

3
Kn

∂q̃2
∂x̃2

= 0, m̃222 = �Kn

(
3

5

∂σ̃22

∂x̃2
− 4

25
q̃1

∂ṽ1
∂x̃2

)
. 1�����2
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 ρ̃ ��� σ̃11 �� ���� ����
���� #

� 3��- �	��
 

�&��� #

�

M.%�� 1B�@�2 ��� 1B�@<2N� �����

∂ρ̃

∂x̃2
+

∂θ̃

∂x̃2
+

∂σ̃22

∂x̃2
= 0, − 4

15

∂q̃2
∂x̃2

+
∂m̃112

∂x̃2
= − 1

Kn
σ̃11, 1�����2

0	�
�

m̃112 =
C

3
Kn

(
∂σ̃11

∂x̃2
− 2

5

∂σ̃22

∂x̃2
+

16

25
q̃1

∂ṽ1
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� �	� �
�-
����� 
# �	� ������ ��
����� gij ��� gij � �
� ��"��� �	

�&	

gij = gi · gj, ��� gij = gi · gj . 1���F2

(
���%���� �� �	� ���
�� ����

� #

 �� ���
��� �


������� �
�

[gij ] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 r2 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , ���

[
gij
]
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1
r2 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . 1���C2
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���3�
 �� �� ��� �� �;-
����� 0��	 
��-��� �
 �
��
���� ��� �
��
���
���� ���� ����

��

gi · gj = δji , ��� gi · gj = δij . 1����2

(
�������
� 
# .%�� 1���2 ��� 1��D2  ���� �


dx = gi dη
i, 1����2

��� �
����& �
�	 ����� 0��	 gj ��� ��

gj · dx = gj · gi dη
i=⇒

&j · dx = dηj .1����2

����� 
� �	� �
��
���� ����� �	� ���������� �	���� �� ��"��� ��

Γij =
∂gi

∂ηj
, 1����2

��� 0��	 .%�� 1����2 ��� 1����2 �� �� ��
��&	�#

0�
� �
 �	
0 �	��

Γij =
∂2x

∂ηi∂ηj
=

∂2x

∂ηj∂ηi
= Γji. 1���<2

)����� 
� � ��; 
# ���� Γij ����

� �
� ����-������ ��� �
 ������
��

�	� k�	 �
��
���
���� �
�-
���� 
# Γij �� 
������� �� �
����& gk ���
 Γij �

Γ k
ij = gk · Γij 1���D2

��� �	��

Γ k
ijgk =

∂gi

∂ηj
. 1���@2

�	� ��� �
 Γ k
ij �� ��  �� �	� ���������� �	���� �� ��� ����

 �	��� �	�� #

 �� ���
��� �


�������



�@D


���� ��

Γ 1
11 = 0, Γ 2

11 = 0, Γ 3
11 = 0,

Γ 1
12 = 0, Γ 2

12 = 1
r , Γ 3

12 = 0,

Γ 1
13 = 0, Γ 2

13 = 0, Γ 3
13 = 0,

Γ 1
21 = 0, Γ 2

21 = 1
r , Γ 3

21 = 0,

Γ 1
22 = −r, Γ 2

22 = 0, Γ 3
22 = 0,

Γ 1
23 = 0, Γ 2

23 = 0, Γ 3
23 = 0,

Γ 1
31 = 0, Γ 2

31 = 0, Γ 3
31 = 0,

Γ 1
32 = 0, Γ 2

32 = 0, Γ 3
32 = 0,

Γ 1
33 = 0, Γ 2

33 = 0, Γ 3
33 = 0.

1���B2

?�	 ��
���� ���� �� 0�
��� ������
�

����� 
� �
��
���� ������ &���
�� #

� 
# � 
��35n ����

 �� ��� �


������ ��

T = T i1 ··· in gi1 · · · gin , 1���F2

�	�� ��� ��=�
�������
� 
����

dT = dT i1 ··· ingi1 · · · gin + T i1 ··· ind
(
gi1 · · · gin

)
= dT i1 ··· ingi1 · · · gin + T i1 ··· in

∑
k

dgik

∏
α�=k

giα . 1���C2

�� ����& .%� 1����2 0� ��� 0
���

dT i1 ··· in =
∂T i1 ··· in

∂ηl
dηl =

∂T i1 ··· in

∂ηl
(
gl · dx

)
,

dgik =
∂gik

∂ηl
dηl =

∂gik

∂ηl
(
gl · dx

)
. 1����2

$�- ������� 
# 1����2 ���
 1���C2 ��� ��

dT =

⎛
⎝∂T i1 ··· in

∂ηl
glgi1 · · · gin + T i1 ··· in

∑
k

∂gik

∂ηl
gl
∏
α�=k

giα

⎞
⎠ · dx. 1��<�2
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!�
�	�
�

�� &
������ 
# � ����

 ��� �� -
������� ��

dT =

(
dT

dx

)
· dx. 1��<�2

(
�-�
��
� 
# 1��<�2 ��� 1��<�2 &����

dT

dx
=

∂T i1 ··· in

∂ηl
glgi1 · · · gin + T i1 ··· in

∑
k

Γiklg
l
∏
α�=k

giα , 1��<�2

�� 0	��	 �	� (	
���
=� ����
 �� ���

����� ����� 
� .%� 1����2� ����� Γikl = Γm
ikl

gm� �	��

.%� 1��<�2 ��� �� 
�0
����� ��

dT

dx
=

⎛
⎝∂T i1 ··· in

∂ηl
glgi1 · · · gin + T i1 ··· in

∑
k

Γm
iklgmgl

∏
α�=k

giα

⎞
⎠ . 1��<<2

4��-��& �	� "
�� ��
� ���	��&��� ��� �	��&��& �	� ����� ����; m ↔ ik �� �	� ���
�� ��
� &����

dT

dx
=

(
∂T i1 ··· in

∂ηl
+ T i1 ··· inm

∑
k

Γ ik
ml

)
glgi1 · · · gin , 1��<D2

�	�� �� �	� &���
�� #

� 
# ����

 &
�������

?�� ������
� �� � 5�����

� ��� �
 s �� ����
���� 0��	 
��-��� �
 �	� �


������� 	
0���
� ��� &
������ �� �


������ ��-�������

!

 ��� �
 %��������� .%� 1��<D2 
������ �


ds

dx
=

∂s

∂ηl
gl =

∂s

∂ηl
∂ηl

∂x
,

��� ��� �;-����
� �� �� ���
��� �


�������  ���� �


grad s =
∂s

∂r
er +

1

r

∂s

∂ϕ
eϕ +

∂s

∂z
ez =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂s
∂rer

1
r

∂s
∂ϕeϕ

∂s
∂zez

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . 1��<@2
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 10	�
� k = 12� ���
��� �� v� .%� 1��<D2 
����

dv

dx
=

(
∂vi

∂ηl
+ vmΓ i

ml

)
glgi. 1��<B2

8
0� 0� ��"�� � �
�-��� �
����
� ��  �� �������
� ������ 
�����
������
� ��

vi/l =
∂vi

∂ηl
+ vmΓ i

ml. 1��<F2

���

���& �� �� �� ���
��� �


�������� �	� �
�-
����� 
# �
��
���� ����

 ��=�
�������
� �
�

v1/1 =
∂v1

∂r
, v1/2 =

∂v1

∂ϕ
− rv2, v1/3 =

∂v1

∂z
,

v2/1 =
∂v2

∂r
+

1

r
v2, v2/2 =

∂v2

∂ϕ
+

1

r
v1, v2/3 =

∂v2

∂z
,

v3/1 =
∂v3

∂r
, v3/2 =

∂v3

∂ϕ
, v3/2 =

∂v3

∂z
.

1��<C2

*� �	� ��
�� ��=�
�������
��� (	
���
=� ����
 � �
� 
�- ���� #

� 1���B2� $�- ������� 
# ��=�
7

�������
�� #

� 1��<C2 ���
 1��<B2 &����

dv

dx
=

(
∂v1

∂r

)
g1g

1 +

(
∂v1

∂ϕ
− rv2

)
g1g

2 +

(
∂v1

∂z

)
g1g

3

+

(
∂v2

∂r
+

1

r
v2
)
g2g

1 +

(
∂v2

∂ϕ
+

1

r
v1
)
g2g

2 +

(
∂v2

∂z

)
g2g

3

+

(
∂v3

∂r

)
g3g

1 +

(
∂v3

∂ϕ

)
g3g

2 +

(
∂v3

∂z

)
g3g

3. 1��<�2

.�- 
����� 
# -	����� ����� M�#� .%�� 1��B2 ��� 1��C2N� -	����� �
�-
����� M�#� .%� 1���@2N� ���

�
�� 
��

��&����� ��� ��

gradv =
∂v

∂x
=

∂vr
∂r

erer +
1

r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
ereϕ +

∂vr
∂z

erez

+
∂vϕ
∂r

eϕer +
1

r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)
eϕeϕ +

∂vϕ
∂z

eϕez

+
∂vz
∂r

ezer +
1

r

∂vz
∂ϕ

ezeϕ +
∂vz
∂z

ezez. 1��D�2
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?�$ �����,�
�� �� � !�����

����
&���� 
# � ����

 �� �	� �
��� 
# &
������ 
# �	� ����

� �� ��- ���& .%� 1��<B2 0��	 δil &����

�	� ����
&���� 
# v ��

div v = �
 gradv =
∂vr
∂r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vr
r

+
∂vz
∂z

. 1��D�2
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 � 
��35� ����

 10	�
� k = 22� ���
��� �� T� .%� 1��<D2 
����

dT

dx
=

(
∂T ij

∂ηl
+ T imΓ j

ml + T jmΓ i
ml

)
glgigj . 1��D�2

)�
�� 0� ��"�� � �
�-��� �
����
� ��  �� �������
� ��
�#- ��
��� 
�����
������
� ��

T ij
/l =

∂T ij

∂ηl
+ T imΓ j

ml + T jmΓ i
ml. 1��D<2

���

���& �� �� �� ���
��� �


�������� �	� �
�-
����� 
# �
��
���� 
��35� ����

 ��=�
�������
�

�
�

T 11
/1 =

∂T 11

∂r
, T 12

/1 =
∂T 12

∂r
+

1

r
T 12, T 13

/1 =
∂T 13

∂r
,

T 21
/1 =

∂T 21

∂r
+

1

r
T 21, T 22

/1 =
∂T 22

∂r
+

2

r
T 22, T 23

/1 =
∂T 23

∂r
+

1

r
T 23,

T 31
/1 =

∂T 31

∂r
, T 32

/1 =
∂T 32

∂r
+

1

r
T 32, T 33

/1 =
∂T 33

∂r
,

T 11
/2 =

∂T 11

∂ϕ
− r
(
T 21 + T 12

)
, T 12

/2 =
∂T 12

∂ϕ
− rT 22 +

1

r
T 11, T 13

/2 =
∂T 13

∂ϕ
− rT 23,

T 21
/2 =

∂T 21

∂ϕ
+

1

r
T 11 − rT 22, T 22

/2 =
∂T 22

∂ϕ
+

1

r

(
T 12 + T 21

)
, T 23

/2 =
∂T 23

∂ϕ
+

1

r
T 13,

T 31
/2 =

∂T 31

∂ϕ
− rT 32, T 32

/2 =
∂T 32

∂ϕ
+

1

r
T 31, T 33

/2 =
∂T 33

∂ϕ
,

T 11
/3 =

∂T 11

∂z
, T 12

/3 =
∂T 12

∂z
, T 13

/3 =
∂T 13

∂z
,

T 21
/3 =

∂T 21

∂z
, T 22

/3 =
∂T 22

∂z
, T 23

/3 =
∂T 23

∂z
,

T 31
/3 =

∂T 31

∂z
, T 32

/3 =
∂T 32

∂z
, T 33

/3 =
∂T 33

∂z
.

1��DD2
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*� �	� ��
�� ��=�
�������
��� (	
���
=� ����
 � �
� 
�- ���� #

� 1���B2� �	� "�� ���-� �
��

�����������& �	� ��
�� ��=�
�������
�� ���
 1��D�2� 
�- ����& -	����� ����� #

� .%� 1��B2 ��� 1��C2

��� -	����� �
�-
����� #

� 1���@2� !���  �� �	� &
������ 
# � 
��35� ����

 
����

dT

dx
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂Trr

∂r
erer +

∂Trϕ

∂r
ereϕ +

∂Trz

∂r
erez

+
∂Tϕr

∂r
eϕer +

∂Tϕϕ

∂r
eϕeϕ +

∂Tϕz

∂r
eϕez

+
∂Tzr

∂r
ezer +

∂Tzϕ

∂r
ezeϕ +

∂Tzz

∂r
ezez

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

er

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(
∂Trr

∂ϕ
− Tϕr − Trϕ

)
erer +

(
∂Trϕ

∂ϕ
− Tϕϕ + Trr

)
ereϕ +

(
∂Trz

∂ϕ
− Tϕz

)
erez

+

(
∂Tϕr

∂ϕ
+ Trr − Tϕϕ

)
eϕer +

(
∂Tϕϕ

∂ϕ
+ Trϕ + Tϕr

)
eϕeϕ +

(
∂Tϕz

∂ϕ
+ Trz

)
eϕez

+

(
∂Tzr

∂ϕ
− Tzϕ

)
ezer +

(
∂Tzϕ

∂ϕ
+ Tzr

)
ezeϕ +

∂Tzz

∂ϕ
ezez

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

eϕ
r

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂Trr

∂z
erer +

∂Trϕ

∂z
ereϕ +

∂Trz

∂z
erez

+
∂Tϕr

∂z
eϕer +

∂Tϕϕ

∂z
eϕeϕ +

∂Tϕz

∂z
eϕez

+
∂Tzr

∂z
ezer +

∂Tzϕ

∂z
ezeϕ +

∂Tzz

∂z
ezez

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ez. 1��D@2
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�� ��- ���& .%� 1��D�2 0��	 δjl &���� �	� ����
&���� 
# � 
��35� ����

� �����

divT =

(
∂T 1j

∂ηj
+ T 1mΓ j

mj + T jmΓ 1
mj

)
g1

+

(
∂T 2j

∂ηj
+ T 2mΓ j

mj + T jmΓ 2
mj

)
g2

+

(
∂T 3j

∂ηj
+ T 3mΓ j

mj + T jmΓ 3
mj

)
g3. 1��DB2

.;-����
� 
# �	� �������
�� 
��
 j ��� m �������� ��� �-- �����
� 
# -	����� ����� &����

divT =

(
∂T 11

∂η1
+

∂T 12

∂η2
+

∂T 13

∂η3
+

1

r
T 11 − rT 22

)
er

+

(
∂T 21

∂η1
+

∂T 22

∂η2
+

∂T 23

∂η3
+

2

r
T 21 +

1

r
T 12

)
reϕ

+

(
∂T 31

∂η1
+

∂T 32

∂η2
+

∂T 33

∂η3
+

1

r
T 31

)
ez. 1��DF2
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����

divT =

(
∂Trr

∂r
+

1

r

∂Trϕ

∂ϕ
+

∂Trz

∂z
+

Trr − Tϕϕ

r

)
er

+

(
∂Tϕr

∂r
+

1

r

∂Tϕϕ

∂ϕ
+

∂Tϕz

∂z
+

Tϕr + Trϕ

r

)
eϕ

+

(
∂Tzr

∂r
+

1

r

∂Tzϕ

∂ϕ
+

∂Tzz

∂z
+

Tzr

r

)
ez. 1��DC2
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 10	�
� k = 32� ���
��� �� M� .%� 1��<D2 
����

dM

dx
=

(
∂M ijk

∂ηl
+M ijmΓ k

ml +M ikmΓ j
ml +M jkmΓ i

ml

)
glgigjgk, 1��D�2

�� ��- ���& �	� ��
�� �%����
� 0��	 δkl &���� �	� ����
&���� 
# M ��

divM =

⎛
⎜⎜⎝

∂M11k

∂ηk
+Mm1kΓ 1

mk

+M1mkΓ 1
mk +M11mΓ k

mk

⎞
⎟⎟⎠g1g1 +

⎛
⎜⎜⎝

∂M12k

∂ηk
+Mm2kΓ 1

mk

+M1mkΓ 2
mk +M12mΓ k

mk

⎞
⎟⎟⎠ g1g2

+

⎛
⎜⎜⎝

∂M13k

∂ηk
+Mm3kΓ 1

mk

+M1mkΓ 3
mk +M13mΓ k

mk

⎞
⎟⎟⎠g1g3 +

⎛
⎜⎜⎝

∂M21k

∂ηk
+Mm1kΓ 2

mk

+M2mkΓ 1
mk +M21mΓ k

mk

⎞
⎟⎟⎠ g2g1

+

⎛
⎜⎜⎝

∂M22k

∂ηk
+Mm2kΓ 2

mk

+M2mkΓ 2
mk +M22mΓ k

mk

⎞
⎟⎟⎠g2g2 +

⎛
⎜⎜⎝

∂M23k

∂ηk
+Mm3kΓ 2

mk

+M2mkΓ 3
mk +M23mΓ k

mk

⎞
⎟⎟⎠ g2g3

+

⎛
⎜⎜⎝

∂M31k

∂ηk
+Mm1kΓ 3

mk

+M3mkΓ 1
mk +M31mΓ k

mk

⎞
⎟⎟⎠g3g1 +

⎛
⎜⎜⎝

∂M32k

∂ηk
+Mm2kΓ 3

mk

+M3mkΓ 2
mk +M32mΓ k

mk

⎞
⎟⎟⎠ g3g2

+

⎛
⎜⎜⎝

∂M33k

∂ηk
+Mm3kΓ 3

mk

+M3mkΓ 3
mk +M33mΓ k

mk

⎞
⎟⎟⎠g3g3. 1��@�2
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divM =

⎛
⎜⎜⎝

∂Mrrr

∂r
+

1

r

∂Mrrϕ

∂ϕ
+

∂Mrrz

∂z

− Mϕrϕ

r
− Mrϕϕ

r
+

Mrrr

r

⎞
⎟⎟⎠ erer +

⎛
⎜⎜⎝

∂Mrϕr

∂r
+

1

r

∂Mrϕϕ

∂ϕ
+

∂Mrϕz

∂z

− Mϕϕϕ

r
+

Mrrϕ

r
+

Mrϕr

r

⎞
⎟⎟⎠ ereϕ

+

⎛
⎜⎜⎝

∂Mrzr

∂r
+

1

r

∂Mrzϕ

∂ϕ
+

∂Mrzz

∂z

− Mϕzϕ

r
+

Mrzr

r

⎞
⎟⎟⎠ erez +

⎛
⎜⎜⎝

∂Mϕrr

∂r
+

1

r

∂Mϕrϕ

∂ϕ
+

∂Mϕrz

∂z

+
Mrrϕ

r
+

Mϕrr

r
− Mϕϕϕ

r

⎞
⎟⎟⎠ eϕer

+

⎛
⎜⎜⎝

∂Mϕϕr

∂r
+

1

r

∂Mϕϕϕ

∂ϕ
+

∂Mϕϕz

∂z

+
Mrϕϕ

r
+

Mϕϕr

r
+

Mϕrϕ

r

⎞
⎟⎟⎠ eϕeϕ +

⎛
⎜⎜⎝

∂Mϕzr

∂r
+

1

r

∂Mϕzϕ

∂ϕ

+
∂Mϕzz

∂z
+

Mrzϕ

r
+

Mϕzr

r

⎞
⎟⎟⎠ eϕez

+

⎛
⎜⎜⎝

∂Mzrr

∂r
+

1

r

∂Mzrϕ

∂ϕ
+

∂Mzrz

∂z

− Mzϕϕ

r
+

Mzrr

r

⎞
⎟⎟⎠ ezer +

⎛
⎜⎜⎝

∂Mzϕr

∂r
+

1

r

∂Mzϕϕ

∂ϕ
+

∂Mzϕz

∂z

+
Mzrϕ

r
+

Mzϕr

r

⎞
⎟⎟⎠ ezeϕ

+

⎛
⎜⎝

∂Mzzr

∂r
+

1

r

∂Mzzϕ

∂ϕ
+

∂Mzzz

∂z

+
Mzzr

r

⎞
⎟⎠ ezez. 1��@�2
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�������� �

����
��� �� /0*������ �!������� ��

��
�������
 �����������

*� �	�� �--����;� �
���� �%����
�� #

 ��
��� M.%� 1D���2N� 	���56�; M.%� 1D���2N� � 
�& 0��	 $�<

�
���������� �%����
�� M.%� 1D���251D��D2N �
� -
������� �� �� ���
��� �


�������� {r, ϕ, z}� �	���

�%����
�� ������ �
���#

��� �
���
����
�  �0� �� 1D��@251D��F2 
�-
����� �	� 
�&� �
���� �<5�
����

�%����
�� �� �� ���
��� &�
���
�� ����� �  
�%��
�� �
���#

����
� 
� �� �
� &���� �� �--����; ��

����� � 
# �
���#

����
�� �
� �
� �	
0� �� �	�� �--����;�

��� 5����� ����
�� �
 ����
������ ������
����

�� -
������� �� .%� 1D���2 �� �	� ��;�� �	� �
���� �%����
� #

 ��
��� �� ����
 �� �
����
� ��

Dσ

Dt
+

4

5
〈gradq〉 + σ div v + 2 〈σ · gradv〉+ divm = −2ρθ 〈gradv〉 − ρθ

μ
σ. 1���2

����� ��
��� ����

 �� ������
��� �� ��:��� �
 
����� �� ���� �%����
�� 
� � #

 {σrr, σrϕ, σrz, σϕϕ, σϕz

, σzz}� �

�
��
� ��
��� ����

 �� �
���5#
��� σrr + σϕϕ + σzz = 0� �	��� ��� 
# �	� ���&
�� � ������

��� �� �;-
����� 0��	 
��-��� �
 �	� 
�	�
�� �	�� 
������ �	� �����
 
# 
�%��
�� �� ���� �%����
��

#

 ��
��� ����

 �
 "��� )
0���
� � �������
� 
# 
�� 
# �	� ���&
�� � ������ ��-���� 
� �	� 6
0

������&� !

 ��������� �� �� -
�#�

�� �
 � ������� σϕϕ �� �� ���
��� �;�� 6
0�� ��� σzz �� �� ���
�7

�� ������	� 1

��
�2 6
0�� !

 �	�� 
���
�� ��� �
 3��- �	� &���
� ���� �� ���� �%����
�� #

 �  



�B�

���&
�� � ������ 
# �	� ��
��� ����

 �
� -
������� �� �	�� �����
��

������� �	
���
� �
� σrr

∂σrr

∂t
+ vr

∂σrr

∂r
+

vϕ
r

∂σrr

∂ϕ
− 10

3

vϕσrϕ

r
+ vz

∂σrr

∂z
+

8

15

∂qr
∂r

− 4

15

∂qz
∂z

− 4

15

1

r

∂qϕ
∂ϕ

+
7

3
σrr

∂vr
∂r

+
σrr

r

∂vϕ
∂ϕ

− 4

15

qr
r

− 2

3
σϕz

∂vϕ
∂z

+
4

3

σrϕ

r

∂vr
∂ϕ

+
4

3
σrz

∂vr
∂z

− 2

3
σrϕ

∂vϕ
∂r

− 2

3

σϕϕ

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vrσrr

r

+ σrr
∂vz
∂z

− 2

3

vrσϕϕ

r
− 2

3
σrz

∂vz
∂r

− 2

3

σϕz

r

∂vz
∂ϕ

− 2

3
σzz

∂vz
∂z

+
∂mrrr

∂r
+

1

r

∂mrrϕ

∂ϕ
+

∂mrrz

∂z

+
mrrr − 2mrϕϕ

r
= −4

3
ρθ

∂vr
∂r

+
2

3

ρθ

r

∂vϕ
∂ϕ

+
2

3

ρθvr
r

+
2

3
ρθ

∂vz
∂z

− ρθ

μ
σrr. 1���2

������� �	
���
� �
� σrϕ

∂σrϕ

∂t
+ vr

∂σrϕ

∂r
+

vϕ
r

∂σrϕ

∂ϕ
+

vϕσrr

r
− 2

vϕσϕϕ

r
+ vz

∂σrϕ

∂z
+

2

5

1

r

∂qr
∂ϕ

− 2

5

qϕ
r

+
2

5

∂qϕ
∂r

+ 2σrϕ
∂vr
∂r

+ 2
σrϕ

r

∂vϕ
∂ϕ

+ 2
vrσrϕ

r
+ σrϕ

∂vz
∂z

+ σrr
∂vϕ
∂r

+ σrz
∂vϕ
∂z

+
σϕϕ

r

∂vr
∂ϕ

+ σϕz
∂vr
∂z

+
1

r

∂mrϕϕ

∂ϕ

+
∂mrrϕ

∂r
+

∂mrϕz

∂z
+

2mrrϕ −mϕϕϕ

r
= −ρθ

r

∂vr
∂ϕ

+
ρθvϕ
r

− ρθ
∂vϕ
∂r

− ρθ

μ
σrϕ. 1��<2

������� �	
���
� �
� σrz

∂σrz

∂t
+ vr

∂σrz

∂r
+

vϕ
r

∂σrz

∂ϕ
− 2

vϕσϕz

r
+ vz

∂σrz

∂z
+

4

5

∂qr
∂z

+ 2σrz
∂vr
∂r

+
σrz

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vrσrz

r

+ 2σrz
∂vz
∂z

+ σrr
∂vz
∂r

+
σrϕ

r

∂vz
∂ϕ

+
σϕz

r

∂vr
∂ϕ

+ σzz
∂vr
∂z

+
∂mrrz

∂r
+

∂mrzz

∂z

+
1

r

∂mrϕz

∂ϕ
+

mrrz −mϕϕz

r
= −2ρθ

∂vr
∂z

− ρθ

μ
σrz. 1��D2

������� �	
���
� �
� σϕϕ

∂σϕϕ

∂t
+ vr

∂σϕϕ

∂r
+

vϕ
r

∂σϕϕ

∂ϕ
+

8

3

vϕσrϕ

r
+ vz

∂σϕϕ

∂z
+

4

5

1

r

∂qϕ
∂ϕ

+
4

5

qr
r

− 4

15

∂qr
∂r

− 4

15

qr
r

− 4

15

∂qz
∂z

+ σϕϕ
∂vr
∂r

− 4

15

1

r

∂qϕ
∂ϕ

+
7

3

σϕϕ

r

∂vϕ
∂ϕ

+
7

3

vrσϕϕ

r
+ σϕϕ

∂vz
∂z

+
4

3
σrϕ

∂vϕ
∂r

+
4

3
σϕz

∂vϕ
∂z

− 2

3
σrr

∂vr
∂r

− 2

3

σrϕ

r

∂vr
∂ϕ

− 2

3
σrz

∂vr
∂z

− 2

3
σrz

∂vz
∂r

− 2

3

σϕz

r

∂vz
∂ϕ

− 2

3
σzz

∂vz
∂z

+
∂mrϕϕ

∂r
+

∂mϕϕz

∂z
+ 3

mrϕϕ

r

+
1

r

∂mϕϕϕ

∂ϕ
= −4

3

ρθ

r

∂vϕ
∂ϕ

− 4

3

ρθvr
r

+
2

3
ρθ

∂vr
∂r

+
2

3
ρθ

∂vz
∂z

− ρθ

μ
σϕϕ. 1��@2



�B<

������� �	
���
� �
� σϕz

∂σϕz

∂t
+ vr

∂σϕz

∂r
+

vϕ
r

∂σϕz

∂ϕ
+

vϕσrz

r
+ vz

∂σϕz

∂z
+

2

5

∂qϕ
∂z

+
2

5

1

r

∂qz
∂ϕ

+ σϕz
∂vr
∂r

+ 2
σϕz

r

∂vϕ
∂ϕ

+ 2
vrσϕz

r
+ 2σϕz

∂vz
∂z

+ σrϕ
∂vz
∂r

+
σϕϕ

r

∂vz
∂ϕ

+ σrz
∂vϕ
∂r

+ σzz
∂vϕ
∂z

+
∂mrϕz

∂r

+
1

r

∂mϕϕz

∂ϕ
+

∂mϕzz

∂z
+ 2

mrϕz

r
= −ρθ

∂vϕ
∂z

− ρθ

r

∂vz
∂ϕ

− ρθ

μ
σϕz . 1��B2

������� �	
���
� �
� σzz

∂σzz

∂t
+ vr

∂σzz

∂r
+

vϕ
r

∂σzz

∂ϕ
+ vz

∂σzz

∂z
+

8

15

∂qz
∂z

− 4

15

∂qr
∂r

− 4

15

qr
r

− 4

15

1

r

∂qϕ
∂ϕ

+ σzz
∂vr
∂r

+
σzz

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vrσzz

r
+

4

3
σrz

∂vz
∂r

+
4

3

σϕz

r

∂vz
∂ϕ

+
7

3
σzz

∂vz
∂z

− 2

3
σrr

∂vr
∂r

− 2

3

σrϕ

r

∂vr
∂ϕ

+
2

3

vϕσrϕ

r
− 2

3
σrz

∂vr
∂z

− 2

3
σrϕ

∂vϕ
∂r

− 2

3

σϕϕ

r

∂vϕ
∂ϕ

− 2

3

vrσϕϕ

r
− 2

3
σϕz

∂vϕ
∂z

+
∂mrzz

∂r
+

1

r

∂mϕzz

∂ϕ
+

∂mzzz

∂z

+
mrzz

r
= −4

3
ρθ

∂vz
∂z

+
2

3
ρθ

∂vr
∂r

+
2

3

ρθ

r

∂vϕ
∂ϕ

+
2

3
ρθ

vr
r

− ρθ

μ
σzz . 1��F2

��	 )��� #�
( ����
�� �
 ����
������ ������
����

*� ����
 �� �
����
�� �� ���� �%����
� #

 �	� 	��� 6�; 
���� M�#� .%� 1D���2N

Dq

Dt
+

5

2
σ · grad θ − θ

ρ
σ · grad ρ− 1

ρ
σ · divσ + θ divσ +

7

5
(q · gradv + qdiv v)

+
2

5
q · (gradv)� +

1

6
gradΔ+

1

2
divR+m : gradv = −5

2
ρθ grad θ − Pr

ρθ

μ
q. 1��C2

�� ��- 
���& �	� �
���#

����
� 
� �� �� �--����; �� �� ���� �%����
� #

 �	� �
�-
����� 
# 	���

6�; ����

 �� �� ���
��� �


������� �
� 
��������



�BD

������� �	
���
� �
� qr

∂qr
∂t

+ vr
∂qr
∂r

+
vϕ
r

∂qr
∂ϕ

− vϕqϕ
r

+ vz
∂qr
∂z

+
5

2
σrr

∂θ

∂r
+

5

2

σrϕ

r

∂θ

∂ϕ
+

5

2
σrz

∂θ

∂z
− θσrr

ρ

∂ρ

∂r
− θσrϕ

ρr

∂ρ

∂ϕ

− θσrz

ρ

∂ρ

∂z
− σrr

ρ

∂σrr

∂r
− σrr

ρr

∂σrϕ

∂ϕ
− σrr

ρ

∂σrz

∂z
− σ2

rr

ρr
+

σrrσϕϕ

ρr
− σrϕ

ρ

∂σrϕ

∂r
− σrϕ

ρr

∂σϕϕ

∂ϕ
− 2

σ2
rϕ

ρr

− σrϕ

ρ

∂σϕz

∂z
− σrz

ρ

∂σrz

∂r
− σrz

ρr

∂σϕz

∂ϕ
− σrz

ρ

∂σzz

∂z
− σ2

rz

ρr
+ θ

∂σrr

∂r
+

θ

r

∂σrϕ

∂ϕ
+ θ

∂σrz

∂z
+

θσrr

r

− θσϕϕ

r
+

7

5
qr

∂vr
∂r

+
7

5

qϕ
r

∂vr
∂ϕ

− 7

5

vϕqϕ
r

+
7

5
qz

∂vr
∂z

+
7

5
qr

∂vr
∂r

+
7

5

qr
r

∂vϕ
∂ϕ

+
7

5

vrqr
r

+
7

5
qr

∂vz
∂z

+
2

5
qr

∂vr
∂r

+
2

5
qϕ

∂vϕ
∂r

+
2

5
qz

∂vz
∂r

+
1

6

∂Δ

∂r
+

1

2

∂Rrr

∂r
+

1

2

1

r

∂Rrϕ

∂ϕ
+

1

2

∂Rrz

∂z

+
1

2

Rrr

r
− 1

2

Rϕϕ

r
+Mrrr

∂vr
∂r

+
Mrrϕ

r

∂vr
∂ϕ

− vϕMrrϕ

r
+Mrrz

∂vr
∂z

+Mrrϕ
∂vϕ
∂r

+
Mrϕϕ

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vrMrϕϕ

r
+Mrϕz

∂vϕ
∂z

+Mrrz
∂vz
∂r

+
Mrϕz

r

∂vz
∂ϕ

+Mrzz
∂vz
∂z

= −5

2
ρθ

∂θ

∂r
− Pr

ρθ

μ
qr. 1���2

������� �	
���
� �
� qϕ

∂qϕ
∂t

+ vr
∂qϕ
∂r

+
vϕ
r

∂qϕ
∂ϕ

+
vϕqr
r

+ vz
∂qϕ
∂z

+
5

2
σrϕ

∂θ

∂r
+

5

2

σϕϕ

r

∂θ

∂ϕ
+

5

2
σϕz

∂θ

∂z
− θσrϕ

ρ

∂ρ

∂r

− θσϕϕ

ρr

∂ρ

∂ϕ
− θσϕz

ρ

∂ρ

∂z
− σrϕ

ρ

∂σrr

∂r
− σrϕ

ρr

∂σrϕ

∂ϕ
− σrϕ

ρ

∂σrz

∂z
− σrrσrϕ

ρr
+

σrϕσϕϕ

ρr
− σϕϕ

ρ

∂σrϕ

∂r

− σϕϕ

ρr

∂σϕϕ

∂ϕ
− σϕϕ

ρ

∂σϕz

∂z
− 2

σrϕσϕϕ

ρr
− σϕz

ρ

∂σrz

∂r
− σϕz

ρr

∂σϕz

∂ϕ
− σϕz

ρ

∂σzz

∂z
− σrzσϕz

ρr

+ θ
∂σrϕ

∂r
+

θ

r

∂σϕϕ

∂ϕ
+ θ

∂σϕz

∂z
+ 2

θσrϕ

r
+

7

5
qr

∂vϕ
∂r

+
7

5

qϕ
r

∂vϕ
∂ϕ

+
7

5

vrqϕ
r

+
7

5

∂vϕ
∂z

qz

+
7

5
qϕ

∂vr
∂r

+
7

5

qϕ
r

∂vϕ
∂ϕ

+
7

5

vrqϕ
r

+
7

5
qϕ

∂vz
∂z

+
2

5

qr
r

∂vr
∂ϕ

− 2

5

vϕqr
r

+
2

5

qϕ
r

∂vϕ
∂ϕ

+
2

5

vrqϕ
r

+
2

5

qz
r

∂vz
∂ϕ

+
1

6

1

r

∂Δ

∂ϕ
+

1

2

∂Rrϕ

∂r
+

1

2

1

r

∂Rϕϕ

∂ϕ
+

1

2

∂Rϕz

∂z
+

Rrϕ

r
+Mrrϕ

∂vr
∂r

+
Mrϕϕ

r

∂vr
∂ϕ

− vϕMrϕϕ

r
+Mrϕz

∂vr
∂z

+Mrϕϕ
∂vϕ
∂r

+
Mϕϕϕ

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vrMϕϕϕ

r
+Mϕϕz

∂vϕ
∂z

+Mrϕz
∂vz
∂r

+
Mϕϕz

r

∂vz
∂ϕ

+Mϕzz
∂vz
∂z

= −5

2

ρθ

r

∂θ

∂ϕ
− Pr

ρθ

μ
qϕ. 1����2
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������� �	
���
� �
� qz

∂qz
∂t

+ vr
∂qz
∂r

+
vϕ
r

∂qz
∂ϕ

+ vz
∂qz
∂z

+
5

2
σrz

∂θ

∂r
+

5

2

σϕz

r

∂θ

∂ϕ
+

5

2
σzz

∂θ

∂z
− θσrz

ρ

∂ρ

∂r
− θσϕz

ρr

∂ρ

∂ϕ
− θσzz

ρ

∂ρ

∂z

− σrz

ρ

∂σrr

∂r
− σrz

ρr

∂σrϕ

∂ϕ
− σrz

ρ

∂σrz

∂z
− σrrσrz

ρr
+

σrzσϕϕ

ρr
− σϕz

ρ

∂σrϕ

∂r
− σϕz

ρr

∂σϕϕ

∂ϕ
− σϕz

ρ

∂σϕz

∂z

− 2
σrϕσϕz

ρr
− σzz

ρ

∂σrz

∂r
− σzz

ρr

∂σϕz

∂ϕ
− σzz

ρ

∂σzz

∂z
− σrzσzz

ρr
+ θ

∂σrz

∂r
+

θ

r

∂σϕz

∂ϕ
+ θ

∂σzz

∂z
+ θ

σrz

r

+
7

5
qr

∂vz
∂r

+
7

5

qϕ
r

∂vz
∂ϕ

+
7

5
qz

∂vz
∂z

+
7

5
qz

∂vr
∂r

+
7

5

qz
r

∂vϕ
∂ϕ

+
7

5

vrqz
r

+
7

5
qz

∂vz
∂z

+
2

5
qr

∂vr
∂z

+
2

5
qϕ

∂vϕ
∂z

+
2

5
qz

∂vz
∂z

+
1

6

∂Δ

∂z
+

1

2

∂Rrz

∂r
+

1

2

1

r

∂Rϕz

∂ϕ
+

1

2

∂Rzz

∂z
+

1

2

Rrz

r
+Mrrz

∂vr
∂r

+
Mrϕz

r

∂vr
∂ϕ

− vϕMrϕz

r
+Mrzz

∂vr
∂z

+Mrϕz
∂vϕ
∂r

+
Mϕϕz

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vrMϕϕz

r
+Mϕzz

∂vϕ
∂z

+Mrzz
∂vz
∂r

+
Mϕzz

r

∂vz
∂ϕ

+Mzzz
∂vz
∂z

= −5

2
ρθ

∂θ

∂z
− Pr

ρθ

μ
qz. 1����2

��� +�� ��
����
���� ��
����
� �
 ����
������ ������
����

	���� Δ

�	� %������� Δ �� ����
 �� �
����
� 
���� M.%� 1D���2N

Δ = A1
σ :σ

ρ
+ A2

μ

p

(
θ div q+

5

2
q · grad θ − θ

ρ
q · grad ρ+ θσ : gradv

)
, 1����2

��� ��� �;-����
� �� �� ���
��� �


������� #
  
0� ��

Δ = 2A1

σ2
rr + σ2

rϕ + σ2
rz + σ2

ϕϕ + σ2
ϕz + σrrσϕϕ

ρ
+ A2

μ

p

[
θ

(
∂qr
∂r

+
1

r

∂qϕ
∂ϕ

+
qr
r

+
∂qz
∂z

)

+
5

2

(
qr

∂θ

∂r
+

qϕ
r

∂θ

∂ϕ
+ qz

∂θ

∂z

)
− θ

ρ

(
qr

∂ρ

∂r
+

qϕ
r

∂ρ

∂ϕ
+ qz

∂ρ

∂z

)
+ θ

(
σrr

∂vr
∂r

+
σrϕ

r

∂vr
∂ϕ

− vϕσrϕ

r
+ σrz

∂vr
∂z

+ σrϕ
∂vϕ
∂r

+
σϕϕ

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vrσϕϕ

r

+ σϕz
∂vϕ
∂z

+ σrz
∂vz
∂r

+
σϕz

r

∂vz
∂ϕ

+ σzz
∂vz
∂z

)]
. 1���<2

	���� R

�	� %������� R 
�-
������ � ������
�� ��� �
���5#
�� ����

 
# 
��35� M.%� 1D��<2N�

R = B1
〈σ · σ〉

ρ
+ B2

μ

p

(
θ 〈gradq〉+ 〈q grad θ〉 − θ

ρ
〈q grad ρ〉+ 10

7
θ 〈σ · 〈gradv〉〉

)
. 1���D2



�BB

��� �
 ������
�� �� ��:��� �
 
����� �;-
����
�� #

 {Rrr, Rrϕ, Rrz, Rϕϕ, Rϕz, Rzz}� 0	�
� Rrr +

Rϕϕ +Rzz = 0�

�	
���
� �
� Rrr

Rrr =
B1

3

2σ2
rr + σ2

rϕ + σ2
rz − σ2

ϕϕ − 2σ2
ϕz − σ2

zz

ρ
+ B2

μ

p

[
2

3
θ
∂qr
∂r

− 1

3
θ

(
1

r

∂qϕ
∂ϕ

+
qr
r

+
∂qz
∂z

)
+

2

3
qr

∂θ

∂r

− 1

3

(
qϕ
r

∂θ

∂ϕ
+ qz

∂θ

∂z

)
− θqr

ρ

∂ρ

∂r
+

1

3

θ

ρ

(
qr
∂ρ

∂r
+

qϕ
r

∂ρ

∂ϕ
+ qz

∂ρ

∂z

)
+

10

7
θ

(
2

3
σrr

∂vr
∂r

+
1

3
σrz

∂vr
∂z

− 2σrr − σϕϕ − σzz

9

(
∂vr
∂r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vr
r

+
∂vz
∂z

)
+

1

6

σrϕ

r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+

1

6
σrϕ

∂vϕ
∂r

− 1

3

σϕϕ

r

∂vϕ
∂ϕ

− 1

3

vrσϕϕ

r
− 1

3
σϕz

(
∂vϕ
∂z

+
1

r

∂vz
∂ϕ

)
− 1

3
σzz

∂vz
∂z

)]
. 1���@2

�	
���
� �
� Rrϕ

Rrϕ = B1
σrrσrϕ + σrϕσϕϕ + σrzσϕz

ρ
+ B2

μ

p

[
1

2
θ

(
1

r

∂qr
∂ϕ

− qϕ
r

+
∂qϕ
∂r

)
+

1

2

(
qr
r

∂θ

∂ϕ
+ qϕ

∂θ

∂r

)

− 1

2

θ

ρ

(
qr
r

∂ρ

∂ϕ
+ qϕ

∂ρ

∂r

)
+

5

7
θ

(
1

2
σrr

∂vϕ
∂r

+
1

2

σrr

r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+

σrϕ

r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)

− 2

3
σrϕ

(
∂vr
∂r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vr
r

+
∂vz
∂z

)
+

1

2
σrz

(
∂vϕ
∂z

+
1

r

∂vz
∂ϕ

)
+ σrϕ

∂vr
∂r

+
1

2

σϕϕ

r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+

1

2
σϕϕ

∂vϕ
∂r

+ σϕz
∂vr
∂z

)]
. 1���B2

�	
���
� �
� Rrz

Rrz = B1
σrrσrz + σrϕσϕz + σrzσzz

ρ
+ B2

μ

p

[
θ
∂qr
∂z

+
1

2

(
qr

∂θ

∂z
+ qz

∂θ

∂r

)
− 1

2

θ

ρ

(
qr

∂ρ

∂z
+ qz

∂ρ

∂r

)

+
5

7
θ

(
σrr

∂vz
∂r

+
1

2
σrϕ

(
1

r

∂vz
∂ϕ

+
∂vϕ
∂z

)
+ σrz

∂vz
∂z

− 2

3
σrz

(
∂vr
∂r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vr
r

+
∂vz
∂z

)

+ σrz
∂vr
∂r

+
1

2

σϕz

r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+

1

2
σϕz

∂vϕ
∂r

+ σzz
∂vr
∂z

)]
. 1���F2



�BF

�	
���
� �
� Rϕϕ

Rϕϕ =
B1

3

−σ2
rr + σ2

rϕ − 2σ2
rz + 2σ2

ϕϕ + σ2
ϕz − σ2

zz

ρ
+ B2

μ

p

[
1

3
θ

(
2
1

r

∂qϕ
∂ϕ

+ 2
qr
r

− ∂qr
∂r

− ∂qz
∂z

)

+
qϕ
r

∂θ

∂ϕ
− 1

3

(
qr
∂θ

∂r
+

qϕ
r

∂θ

∂ϕ
+ qz

∂θ

∂z

)
− θ

ρ

(
qϕ
r

∂ρ

∂ϕ
− 1

3
qr

∂ρ

∂r
− 1

3

qϕ
r

∂ρ

∂ϕ
− 1

3
qz

∂ρ

∂z

)

+
10

7
θ

(
1

6

σrϕ

r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+

σrr − 2σϕϕ + σzz

9

(
∂vr
∂r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vr
r

+
∂vz
∂z

)

+
1

6
σrϕ

∂vϕ
∂r

+
2

3

σϕϕ

r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)
+

1

6
σϕz

(
∂vϕ
∂z

+
1

r

∂vz
∂ϕ

)

− 2

3
σrz

∂vr
∂z

− 1

3
σrr

∂vr
∂r

− 1

3
σzz

∂vz
∂z

)]
. 1���C2

�	
���
� �
� Rϕz

Rϕz = B1
σrzσrϕ + σϕzσϕϕ + σϕzσzz

ρ
+ B2

μ

p

[
1

2
θ

(
∂qϕ
∂z

+
1

r

∂qz
∂ϕ

)
+

1

2

(
qϕ

∂θ

∂z
+

qz
r

∂θ

∂ϕ

)

− 1

2

θ

ρ

(
qϕ

∂ρ

∂z
+

qz
r

∂ρ

∂ϕ

)
+

5

7
θ

(
σrϕ

∂vz
∂r

+
σϕϕ + σzz

2

(
∂vϕ
∂z

+
1

r

∂vz
∂ϕ

)
+ σϕz

∂vz
∂z

− 2

3
σϕz

(
∂vr
∂r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vr
r

+
∂vz
∂z

)
+

1

2
σrz

∂vϕ
∂r

+
1

2

σrz

r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)

+
σϕz

r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

))]
. 1����2

�	
���
� �
� Rzz

Rzz =
B1

3

−σ2
rr − 2σ2

rϕ + σ2
rz − σ2

ϕϕ + σ2
ϕz + 2σ2

zz

ρ
+ B2

μ

p

[
2

3
θ
∂qz
∂z

− 1

3

(
qr
∂θ

∂r
+

qϕ
r

∂θ

∂ϕ

)
+

2

3
qz

∂θ

∂z

− 1

3
θ

(
∂qr
∂r

+
1

r

∂qϕ
∂ϕ

+
qr
r

)
− θqz

ρ

∂ρ

∂z
+

1

3

θ

ρ

(
qr

∂ρ

∂r
+

qϕ
r

∂ρ

∂ϕ
+ qz

∂ρ

∂z

)
+

10

7
θ

(
σrz

∂vz
∂r

+
1

6
σϕz

(
1

r

∂vz
∂ϕ

+
∂vϕ
∂z

)
+

2

3
σzz

∂vz
∂z

+
σrr + σϕϕ − 2σzz

9

(
∂vr
∂r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
vr
r

+
∂vz
∂z

)

− 1

3
σrr

∂vr
∂r

− 1

3
σrϕ

∂vϕ
∂r

− 1

3

σrϕ

r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
− 2

3
σrz

∂vr
∂z

− 1

3

σϕϕ

r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

))]
. 1����2

	���� m

�	� %������� m 
�-
������ � ������
�� ��� �
���5#
�� ����

 
# 
��35< M.%� 1D��D2N�

m = C
μ

p

(
θ 〈gradσ〉 − θ

ρ
〈σ grad ρ〉+ 4

5
〈q gradv〉

)
. 1����2



�BC

'0��& �
 ������
� �� 
�%��
�� �
 
����� �;-
����
�� 
� � #

 {mrrr,mrrϕ,mrrz,mrϕϕ,mrϕz,mrzz,

mϕϕϕ,mϕϕz,mϕzz,mzzz}� 0	�
� ��� �
 �	� �
���5#
�� -

-�
��

mrrr +mrϕϕ +mrzz = mrrϕ +mϕϕϕ +mϕzz = mrrz +mϕϕz +mzzz = 0. 1����2

�	
���
� �
� mrrr

mrrr = C
μ

p

[
3

5
θ
∂σrr

∂r
− 2

5
θ

(
1

r

∂σrϕ

∂ϕ
+

σrr − σϕϕ

r
+

∂σrz

∂z

)
− θ

ρ

(
3

5
σrr

∂ρ

∂r
− 2

5

σrϕ

r

∂ρ

∂ϕ

−2

5
σrz

∂ρ

∂z

)
+

4

5

(
2

5
qr
∂vr
∂r

− 1

5

(
qr
r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)
+ qr

∂vz
∂z

+ qϕ
∂vϕ
∂r

+
qϕ
r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+ qz

∂vz
∂r

+ qz
∂vr
∂z

))]
, 1���<2

0	�
� #

 �;�� 6
0� σϕϕ = −σrr − σzz ���� �� 
�- ���� �� �	� ��
�� �%����
��

�	
���
� �
� mrrϕ

mrrϕ = C
μ

p

[
1

3
θ

(
1

r

∂σrr

∂ϕ
− 2

σrϕ

r

)
− 2

15
θ

(
1

r

∂σϕϕ

∂ϕ
− 4

∂σrϕ

∂r
+

2σrϕ

r
+

∂σϕz

∂z

)
− 1

3

θσrr

ρr

∂ρ

∂ϕ

+
2

15

θ

ρ

(
σϕϕ

r

∂ρ

∂ϕ
− 4σrϕ

∂ρ

∂r
+ σϕz

∂ρ

∂z

)
+

16

75

(
qr
r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+ qϕ

∂vr
∂r

+qr
∂vϕ
∂r

)
− 4

75

(
3
qϕ
r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)
+ qϕ

∂vz
∂z

+
qz
r

∂vz
∂ϕ

+ qz
∂vϕ
∂z

)]
. 1���D2

�	
���
� �
� mrrz

mrrz = C
μ

p

[
1

3
θ
∂σrr

∂z
− 2

15
θ

(
σrz

r
− 4

∂σrz

∂r
+

1

r

∂σϕz

∂ϕ
+

∂σzz

∂z

)
− 1

3

θσrr

ρ

∂ρ

∂z
+

2

15

θ

ρ

(
σϕz

r

∂ρ

∂ϕ

−4σrz
∂ρ

∂r
+ σzz

∂ρ

∂z

)
+

16

75

(
qr

∂vr
∂z

+ qz
∂vr
∂r

+ qr
∂vz
∂r

)
− 4

75

(
qϕ

∂vϕ
∂z

+
qϕ
r

∂vz
∂ϕ

+
qz
r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)
+ 3qz

∂vz
∂z

)]
. 1���@2

�	
���
� �
� mrϕϕ

mrϕϕ = C
μ

p

[
1

3
θ
∂σϕϕ

∂r
− 2

15
θ

(
∂σrr

∂r
− 4

(
1

r

∂σrϕ

∂ϕ
+

σrr − σϕϕ

r

)
+

∂σrz

∂z

)
− 1

3

θσϕϕ

ρ

∂ρ

∂r

+
2

15

θ

ρ

(
σrr

∂ρ

∂r
− 4

σrϕ

r

∂ρ

∂ϕ
+ σrz

∂ρ

∂z

)
+

16

75

(
qr
r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)
+ qϕ

∂vϕ
∂r

+
qϕ
r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

))
− 4

75

(
3qr

∂vr
∂r

+ qr
∂vz
∂z

+ qz
∂vr
∂z

+ qz
∂vz
∂r

)]
, 1���B2



�B�

0	�
� #

 �;�� 6
0� σϕϕ = −σrr − σzz ���� �� 
�- ���� �� �	� ��
�� �%����
��

�	
���
� �
� mrϕz

mrϕz = C
μ

p

[
1

3
θ

(
∂σrϕ

∂z
+

∂σϕz

∂r
+

1

r

∂σrz

∂ϕ
− σϕz

r

)
− 1

3

θ

ρ

(
σrϕ

∂ρ

∂z
+

σrz

r

∂ρ

∂ϕ
+ σϕz

∂ρ

∂r

)

+
4

15

(
qr

∂vϕ
∂z

+
qz
r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+ qϕ

∂vz
∂r

)]
. 1���F2

�	
���
� �
� mrzz

mrzz = C
μ

p

[
1

3
θ
∂σzz

∂r
− 2

15
θ

(
∂σrr

∂r
+

1

r

∂σrϕ

∂ϕ
+

σrr − σϕϕ

r
− 4

∂σrz

∂z

)
− 1

3

θσzz

ρ

∂ρ

∂r

+
2

15

θ

ρ

(
σrr

∂ρ

∂r
+

σrϕ

r

∂ρ

∂ϕ
− 4σrz

∂ρ

∂z

)
+

16

75

(
qr
∂vz
∂z

+ qz
∂vr
∂z

+ qz
∂vz
∂r

)

− 4

75

(
3qr

∂vr
∂r

+
qr
r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)
+

qϕ
r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+ qϕ

∂vϕ
∂r

)]
, 1���C2

0	�
� #

 �;�� 6
0� σϕϕ = −σrr − σzz ���� �� 
�- ���� �� �	� ��
�� �%����
��

�	
���
� �
� mϕϕϕ

mϕϕϕ = C
μ

p

[
3

5
θ

(
1

r

∂σϕϕ

∂ϕ
+

2σrϕ

r

)
− 2

5
θ

(
∂σrϕ

∂r
+

∂σϕz

∂z

)
+

2

5

θ

ρ

(
σrϕ

∂ρ

∂r
+ σϕz

∂ρ

∂z

)

− 3

5

θσϕϕ

ρr

∂ρ

∂ϕ
+

8

25

qϕ
r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

)
− 4

25

(
qr
r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+ qr

∂vϕ
∂r

+qϕ
∂vr
∂r

+ qϕ
∂vz
∂z

+
qz
r

∂vz
∂ϕ

+ qz
∂vϕ
∂z

)]
. 1����2

�	
���
� �
� mϕϕz

mϕϕz = �
μ

p

[
1

3
θ
∂σϕϕ

∂z
− 2

15
θ

(
∂σrz

∂r
− 4

(
1

r

∂σϕz

∂ϕ
+

σrz

r

)
+

∂σzz

∂z

)
− 1

3

θσϕϕ

ρ

∂ρ

∂z

+
2

15

θ

ρ

(
σrz

∂ρ

∂r
− 4

σϕz

r

∂ρ

∂ϕ
+ σzz

∂ρ

∂z

)
+

16

75

(
qϕ

∂vϕ
∂z

+
qϕ
r

∂vz
∂ϕ

+
qz
r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

))
− 4

75

(
qr

∂vr
∂z

+ qr
∂vz
∂r

+ qz
∂vr
∂r

+ 3qz
∂vz
∂z

)]
. 1��<�2



�F�

�	
���
� �
� mϕzz

mϕzz = �
μ

p

[
1

3

θ

r

∂σzz

∂ϕ
− 2

15
θ

(
∂σrϕ

∂r
+

1

r

∂σϕϕ

∂ϕ
+

2σrϕ

r
− 4

∂σϕz

∂z

)
− 1

3

θσzz

ρr

∂ρ

∂ϕ

+
2

15

θ

ρ

(
σrϕ

∂ρ

∂r
+

σϕϕ

r

∂ρ

∂ϕ
− 4σϕz

∂ρ

∂z

)
+

16

75

(
qϕ

∂vz
∂z

+ qz
∂vϕ
∂z

+
qz
r

∂vz
∂ϕ

)

− 4

75

(
qr
r

(
∂vr
∂ϕ

− vϕ

)
+ qr

∂vϕ
∂r

+ qϕ
∂vr
∂r

+ 3
qϕ
r

(
∂vϕ
∂ϕ

+ vr

))]
. 1��<�2

�	
���
� �
� mzzz

mzzz = �
μ

p

[
3

5
θ
∂σzz

∂z
− 2

5
θ

(
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